Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

REVISTA DEL SEMINARIO
de o |
ENSENANZA Y TITULACION

ano V | - num.
' ’4' ” ‘\ ord' 36

octubre 1989


http://valle.fciencias.unam.mx

Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

SUSCRIPCION.  TODAS LAS PERSONAS QUE DESEEN UNA SUSCRIPCION, DEBERAN M
NIFESTARLO POR ESCRITO., ENVIANDO SU NOMBRE Y DIRECCION A:

- DeparRTAMENTO né MatemATiCAS, CBfcuo 29 Y -
240, Facutap De Ciencias. U.N.AM. . Ciupap
UNIVERSITARIA.

DicHA SUSCRIPCION SERA GRATUITA Y ANUAL, MIENTRAS ESTO SEA POSIBLE.

LoS ARTICULOS FIRMADOS NO REPRESENTAN NECESARIAMENTE LA OPINION DEL S
MINARIO.

- SI DESEAS LA IMPRESION DE ALGUN MATERIAL, PUEDES SOLICITARLO CON CUAL-
QUIER MIEMBRO DEL SEMINARIO O ENVIANDOLOS A LA DIRECCION ARRIBA ANOTAL
AL IGUAL QUE TODO TIPO DE CORRESPONDENCIA RELACIONADA CON EL SEMINARI(

TODA REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL, LA AGRADECEREMOS.

ESTE NUMERD DE LA REVISTA FUE IMPRESO EN LOS TALLERES IE IMPRESION DI
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES, PLANTEL AZCAPOTZALCDSE TIRARON -
800 EJEVPLARES.

AGRADECEMOS A LA SECRETARI
DEPARTAHENTO DE MATEMATICAS DE LA FACULTAD DE CI
DE LA UNAM, POR EL MECANOGRAFIADO DE NUESTRA RE\



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

CONTENIDO.
Pag.

+ Propuesta para un Curso de Geometrfa Euclidiana,

por Lépez Carrasco E. E. i
e Problemas de la XXX Olimpiada Internacional de

Matemiticas. g3
. El Transito Enérgetico ¥ la Seguridad Ambiental

y Mundial, por Martinez Negrete M. - A. ' a5
. El Sistema de Educacién en Cuba €1859-1888). 104
+ Problemas del 22 concurso Intra-CCH de MatemA—

ticas Cpor equiposd. . ; 114
e Problemas del 2° concursoc Intra-CCH de Matema-—-

ticas Cindividuald. 116

PROPUESTA PARA UN CURSO DE
GEOMETRIA EUCLIDEANA

POR

ESTHER EUNICE LOPEZ CARRASCO*

INDICE

~ INTRODUCCION
CAPITULO 1.
LA RECTA NUMERICA.
é&Qué es una eonstruccidn?
La regla v el compas
Problema 1. &Qué nimeros podemos construir con
regla vy compas en una linea recta?

Construccion de la biseccion de un segmento dado

* Facultad de Ciencias s

~— -




Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

Def'inicion "intuihivaJ de triangulos congruentes
Definicion de angulo

iCémo copiar un dngulo igual a uno dado?
Desigualdad del triangulo

Criterios de congruencia de triangulos

iLComo bisectamos un angulo?

Definicidn de trangulo isdsceles

Construccion de una recta perpendicular a una recta !l

dada gue pasa por un punto 0 que esta sobre la recta !
Construccion de una recta perpendicular a una recta
. dada que pasa por un punto 0 fuera de ella

Construccion del punto uﬁ medio v los puntos de la

forma ——
2?\

Construccion del punto un tercio y los puntos de la

forma —2— ] .
3" : g

Construccion de una recta paralela a una recta dada
que pase por un punto dado
Angulos internos, externos, alternos internos,

alternos - externos y correspondientes
Condiciones de paralelismo entre dos rectas

Otra construccion de una recta paralela a una recta
dada

Demostracicon de gue la suma de los angulos interiores
vde un triangulo es igual a dos rectos '

Seme janza de triangulos

Construccion del punto —ﬁ— v de los puntos de la

10
10
16
26

28
30

36

37

10

42
42

43

14
415



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

. m
t'orma — —
n

Operaciones con numeros racionales

Const.ru
Constru
segment.
" Constru

CAPITULO 2.

Problem
Cuadrat
Teorema

Cuadrat

g
ccion del punto v 2
ccion de la media proporcional de dos
os dados

ccion del punto Y n

LA CUADRATURA’
a 2. Cuadrar un poligono dada
ura de un rectangulo

de Pitagoras

ura de un triangulo

Cuadratura de un poligono

CAPITULO 3.

EL PENTAGONO REGULAR

Relacion entre la diagonal y el lado de un pentdgono

regular

53

54
58

60

62

64

Problema 3. Construir con regla vy compds un pentdgono
regular

Resolucidon de la ecuacidn cuadratica xX2-x-1=0

Resolucién de la ecuacidn cuadratica x* -bx -c=0
Resolucidn de la ecuacidn cuadritica XX +bx-c=0
Resolucion de la ecuacién cuadratica x*~-bx+c=0
Resolucicn de'la ecuacidn cuadritica x> +bx+c=0
Construccidn del pentagono regular con regla y compas
El rectangulo dorado

BIBLIOGRAFIA



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

INTRODUCCION.

El" “desarrollo” de la matematica involucra dos procesos que en
general se presentan en dos momentos distintos. Un primer proceso
de descubrimiento (creativo) que, ‘“avanzado' hasta cierto punto
ese proceso se hace necesario un segundo proceso. el de
sistematizar lo creado. , '

A veces entre los dos procesos pasa mucho tiempo ejemplo; Euclides
(sistematiza varios siglos de Geometria). Peano (dos milenios de
usar los nimeros naturales), Dedekind v otros (siglos de usar los
reales v conceptos como la continuidad de ellos).

En ln':s‘ dos procesos es muy distinto el método, en el primero se
usa primordialmente el método inductivo, mientras gque en el
segundo el meétodo deductivo. .

En la ensefianza. en general., se hace hincapi€ en lo segundo. se
presenta a la matematica como algo construido. practicamente
acabado. sistematizado v el proceso previo de creacidn es casi
siempre olvidado. .

En la ensefianza de la Geometria este fendmeno se presenta muy
agudamente, a pesar de que todo mundo habla de la Geometria como
una materia que desarrolla la intuicidn: su presentacicn
tradicional parte de la sistematizacion euclidiana y del método
deductivo euclidiano. ‘ _ .

Esta presentacion (axiomatica v deductiva) indudablemente tiene un
gran valor pues la Geometria viene a ser para el alumno el primer
2 jemplo de una Teoria axiomatica. . .

Sin enbax-go esta presentacion de la Geometria tiene. a mi modo de
ver, t.ambién grandes desventajas, pues el alumno se ent'renta ‘a un
método (el deductivo) nuevo para el partiendo de la
sistematizacion de conceptos gque no conoce.

Para llegar a manejar este métoado deductivo es necesario haber
pasado (como la humanidad en la historia) por el proceso de
creacion de resultados, que una vez entendidos son viables de
. sistematizarse vy, entonces si, regresar a sistematizarlos vy
‘demostrarlos partiendo de ciertos principios (axiomas) y usando el
.método deductivo. ’

La idea de este trabajo es hacer hincapié en el primer proceso, en

-1V
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el creativo., inductivo. Buscar que el alumno se entrene en

Geometria, . entendiendo v (por qué no) redescubriendo algunos
conceptos geométricos sencillos a partir de su intuicidn. De modo

que al llegar la hora de *sistematizar, sistematice cosas que
conoce vy maneja va hasta cierto punto. Que aprenda el meétodo
deductivo con base en cosas que va conoce.

La parte deductiva de la Geometria esta ya muy tratada de aqui que
en el presente trabajo nb se le dé espacio a este segundo proceso.

Me centro en el primero pues es ahi donde creo existe un gran
hueco. )

Desde luego que sin la segunda parte un cursc de Geometria se
guedaria a médias pero para est.o hay muchisimo material escrito.

La forma en que se intenta desarrollar en el alumno la intuicién,

ta creacion en Geometria, es partiendo de algunos problemas
sencillos usados como pretexto para que los resuelva con la
herramienta que tiene de sus cursos anteriores, sin decirle qué
camino debe seguir para hacerlo, aunque cuando llega a
resolverlos, la mayoria de las veces lo hace con resultados
aprendidos de memoria en Sus  Cursos anteriores, sin saber
argumentar lo que hace.

En el desarrollo de los problemas se van abriendo ‘“paréntesis’ con
el tin de ir resolviendo los problemas geométricos con los que se:
va a encontrar para resolver el problema propuesto (tales
paréntesis se distinguiran con margenes diferentes del texto para
gque vaya quedando claro lo que se va haciendo). '

£l material es una propuesta para un curso propedeut.xco para los
cursos de Geometria impartidos en la Facultad vy para los cursos de
bachillerato. :

La finalidad de este material no es que sirva como "EL CURSO" sino
que sirva de consulta al maestro para darle una manera diferente
de explicar las construcciones v conceptos geométricos vy para que
el alumno pueda entender los argumentos para la axiomatizacion de
la Geometria.
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CAPITULO §.
LA RECTA NUMERICA

A partir del desarrollo de la -_,at,ena't;ica del siglo pasado, se sabe
que puede establecerie una relacién biunivoca entre los ndmeros
reales vy los puntos de la recta. Asimismo, se sabe que no todos
los nimeros reales pueden construirse con regla vy compds sobre la
recta.
En este capitulo, apovados en diversos resultados de la geometria,
construiremos geométricamente diversos conjuntos de numeros sobre
la recta real, tales como los nimeros naturales, enteros,
racionales y algunos irracionales, para ello es necesario saber
Qué es una construccién
“Un problema de construccidn se plantea de la siguiente manera:
de elementos ya construidos Cpuntos, segmentos, rectas, dngulos.
circules, etc.) otros elementos deben derivarse bajo las
siguientes reglas: ) .
2) Solamente deben usarse ciertos instrumentos bien, definidos.
Bp) Cada uno de los instrumentos puede usarse de manera
previamante determinada.
e) La construccién debe terminarse en un numero finito de
pasos®.

LA REGLA Y EL COMPAS ) _
Los alcances constructivoes de la regla vy el compas, estan
caracterizados en los tres postulados de Euclides que se enumeran
a continuacion:
1. "Puede 'trazarso-una recta de un punto a otro®.
2.%Una recta finita puede prolongarse continuamente en una
linea recta”.
3. “Una circunferencia puede describirse tomando cualquier
centro y Ccualquierd distancia®.

Construcctidén con regla y 'compés

vCada construccidn con regia y compds consiste en una sucesidn de
operaciones de las enumeradas a continuacidn:

1
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1) Unir dos puntos por una recta.

2) Hallar el punto de interseccidén de dos rectas.

3) Trazar una circunferencia de radio y centro dados.

4) Hallar los puntos de in:orsocclén de una circunferencia
con otra circunferencia o con una recta.
Un elemento Cpunto, recta, circunferenciad se considera
conocido si se da desde el principio o si ha. sit.lo
construido en algun ;:aso pr.ﬁo“.

Lo que haremos ahora sera resolver el siguiente problema, con base

en el cual se tratard de desarrollar algunos conceptos
geométricos.

PROBLEMA:
$Qué niumeros podemos construir con regla y compds en una

linea recta#

Empezaremos ubicando en la recta un origen y eligiendo una unidad.
Es decir, ubicaremos en la recta un punto .cualquiera que jugara el
papel de origen o cero. A partir de €1, hacia la derecha,
sefial aremos cualquier punto tal gque su distancia al origen sera la
longitud de nuestra unidad, a este punto le llamaremos uno. Una
vez elegida dicha unidad podremos trasladarla hacia la derecha e
izquierda tantas veces como queramos Cpara ello bastard abrir el
compas tomando como referencia la unidad elegidad; modianf.o este
procesc podemos obtener cualquier niumero natural n, basta colocar
el compas en el punto n - 1 y marcar la unidad. Haciendo la

construccion simétrica se pyeden construir todos los enteros.

-
3
3
L ol

J'__
3
Figuro |

Lo que se ha hemos hecho es trasladar la unidad Ca la derecha o
izquierda del origend tantas veces comd Se ha querido, en
consecuencia los unicos nimeros que se pueden construir de esta

Y]
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manera son aquellos que difieren del cero un nimero entero de
veces la unidad, es decir, los entercs.
As{, para construir cualquier otro nimero que no sea entero habra
que hacer una construccidn diferente. Todavia hay muchos nimeros
que nc hemos construido, por ejemplo el nimero “un medio®
Para construir el nidmero “un medio” debemos construir el punto
medioc del segmento elegido como unidad.
Vamos a plantear uxu construccidn que es conocida por la mayor{a
de los estudiantes a este nivel pero cuya argumentacién o
Justificacién es desconocida por casi todos. '
Haremos la construccién para un segmentc AB de longitud arbitraria
C(para el segmento de longitud uno nos va & servir la misma
construccion y en este caso habremos encontradoe el punto un medio
que oS el punto que queremos encontrar en la recta dadad.
Construccidn de la biseccidn de un segmento dado:
Tomemos el segmento AB
1 Tracemos dos circulos del mismo radio, uno. con centro
en A Yy el otro con centro en B, de tal manera que los
dos circulos se corten en dos puntos C v D.
2 Tracemos la recta que pasa por C v D. )
El punto donde se cortan esta recta y el segmento AB
es el punto medio del segmento Al
Antes de Jjustificar el por qué de esta construccidn,
veamos algunos detalles “importantes. Empecemos por
analizar el radio de los circulos construidos. '
iSersd viable la construccion si oloqihos arbitrariamente
los radios? Es decir, ésera cierto que, al tomar un
radio arbitrario, los circulos a.sI. construidos se
‘Antersectan siempre en dos puntos? Si esto no ocurriera,
no podrfamos continuar nuestra construccidn.
El primer casc que Vvamos a analizar es aquel en el que
31_ radio de los circulos es igual a la longitud del
segménto AB. Aquf los circulos se cortan en los puntos C
y‘l , por tanto, es posible continuar la construceién.
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Figurao 2

Pero, équé sucede si tomamos el fadio més pequefic, o més
grande que la longitud AB?

Si el radioc elegido resulta mas pequefic que la mitad de
la longitud del segmento AB, los circulos no se
intersectan Cfig. 3>, por 1lo cual no es posible
continuar con la construccidn.

AN

Figuro 3

Si el radio es tal que los circulos se cortan en un
dnico punto Cfig. 40, habremos encontrado el punto medioc
del sogmentb AB, al gque llamaremos M, pues AM = R,
MB = R y por tanto AM = MB. Pero esto es muy poco
probable Ces decir, la probabilidad de abrir el compés
con una longitud exactamente igual a la mitad de la
longitud del segmento AB es cerod, ‘
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Figore 4

Si el radic es mayer que la longitud del segmento, los
circulos se cortan en dos puntos a los que llamaremos C
y D (fig. %), otra vez trazamos la recta que los une y
el punto de interseccién de ésta con el segmento es el
punto medio (M. '

Figuro s

As{ pues, la eleccién del radico noc puede ser tan
arbitraris. Necesitamos que los dos circulos se
intersecten y' para ello es un requisito que los radios
sean de longitud mayor que la mitad de la distancia AB.
Tomemcs entonces un radio mayor que la mitad de la
distancia AB y menor que ésta. La construccién es igual
a la hecha para las figuras 2 y S Ct‘ig.A 6.
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Figuro 6

Ahora veamos qué pasa en las figuras 2, 8 y 8 que son
las . figuras donde afirmamos que hemos construido el
punto Mio del segmento.

En cada una de estas figuras hemos trazado los radios
AC, BC, BD y AD.

Los tridngulos ABC y BAD, tienen por lados los radios
mencicnados y un lado comin Cel segmento AB); lo mismo
ocurre en los tridngulos ADC y PBC, siendo el lado comin
el segmento CD.

- Tenemos en las tres figuras un punto M que proponemos
como el punto medio del segmento AB. Por tanto ahéra
habrd que ver que AM = MB.

éCéme hacerlo?

Como los segmentos AM vy MB son lados de triéngulos lo
que haremos seré ver que los lados correspondientes de
los tridngulos AMC v BMC son iguales.

Diremos gue dos triangulos son iguales o congruentes si
al sobreponer uno en el otro coinciden los lados y los
éngulos correspondientes (rig. 7). Esta es una
"definicién intuitiva" que usaremos durante una perte
del trabajo, no es la definicién de tridngulos
congr\ientes.
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Figuro?

En las figuras 2, 5 y € podriamos verificar si los
triéngulos son “iguales" = sobreponiendo los dibujos
correspondientes, pero esto no constituye una
demostracion de este hecho.

Necesitamos, pues, dar criterios generales para
determinar cuando dos tridngulos dados son "igual.s"'.
Comenzaremos analizando un problema previco, a saber:
&Con cudntos datos Cy cyAles) tenge determinade un iinice
Lrid o?

Denctaremos a los vértices de un tridngulo con letras
maytisculas A, B, C, los lados con letras minisculas a,
b, ¢, o bien como AB, BC, CA; los é&ngulos con letras
griegas o, 3, y, enlisténdolos de tal manera que sean
recorridos en sentido contrario a las manecillas del
reloj. !

.El tridngulo serd denotado por: trisdngulo ABC o bien
simplemente como AABC.

El dngulo a también lo denotaremos como BAC, el dngulo 3
como el dngulo CBA y el éngulo y como ACB.

Figura 8
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I. Un dato.

13 Si el dato dado es un lado del triéngulo, hay una
infinidad de tridngulos que tienen como lado el dado.

Flguro 9 4 8

2> Si el dato dado es un dngulo del tridngulo, también
hay una infinidad de triéngulos que tienen como uno
de sus dngulos el dado.

Figura 10

I1.Dos datos.

1> Si los datos que nos dan son dos lados; digamos b y
a, écudntos tridéngulos podemos construir?
CDenotaremos con b y 0 a los lados y con b yc alas
longitudes de esos lados).

Trazamos el lado ¢ y sobre uno de sus extremos, digamos

el extremo izquierdo A, trazamos el circulo de radio b.

Claramente cualquier punto sobre este circulo estd a una

distancia b del vértice A. Es decir, dados los lados b y

¢ es posible construir una infinidad de tridngulos,

entre los que se encuentran los tridngulos ABCi, ABCz,

ABC3, etc. de la fig. 12.
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[
b
———
Figuro 1/ Figura 2
Si séle nes fijamos en el semicircule superior, “se ve"

que todos los tridngulos construidos sSon distintos.
Aunque aildn no tenemos forma de demostrarlo, se observa
Tpor ejemplo- que los tridngulos ABC, y ABCa no se
pueden sobreponer de modo que coincidan Cfig. 13).

Figurao13

2) Si ahora nos dan como datos un lado ¢ Y un dngulo o

adyacente a él, écudntos tridngulos podemos
constr uir?

Figurail 4

Teniendo como uno de los datos un dngulo necesitaremos
copiar en otro plano un éngule igual a uno dado, nos
detendremos aqui para decir cémo hacerlo.

Aqui se puede dar un espacio para discutir con los
alumnos el concepto de éngulo vy llegar a una .definicién

Y

r
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parecida a la que daremos aqui.

Definicidn de dangulo

“Fs la inclinacidén de dos semirrectas gue tienen un
origen comun”. Este punto se denomina vértice del
dngulo vy las semirrectas reciben el nombre de lados del
éngulo.

" 4C6mo copiar un &éngulp igual a uno dado?

Sea a el dngulo dade y | una semirrecta dada con un

punto O como origen.

Una manera conocida de hacerlo es la siguiente:

1 Tracemos un arco cualquiera con centro en el vértice A
del 4&angulo dado. Sean B vy C los puntos de
interseccidn del arco y de los lados del angulo dado.

2 Tracemos un arco de radio AB con centro en el punto 0.
Indiquemos por Bi el punto de interseccién de este
arco y de la semirrecta dada.

3 Tracemos un arco de radio BC con centro Bi. Llamemos
Ci al punto de interseccion de los arcos.

Al unir los puntos 0 vy Ci obtengo el &angulo pedido.
(La demostracion de esta construcciéon se haréd mas
adelante) Cfig.162.

O

Figuralé ’ B

Regresemos entonces 2a construir el o los tridngulos,
dados los datos antericres. (Un lado y un éngulo).
Copiemos el angulo a. )
Sobre uno de los lados del angulo a tracemos con el
compas la distancia ¢, desde el punto A (igual que
trasladibamos la unidad), simplemente abriendo el compés
con abertura igual a la distancia c. Llamemos B al otro

10
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extremo del segmento de longitud c. El tercer vértice
puede ser cualquier punto en el otro lado del angulo
dado; ésto nos da una infinidad de tridngulos, tantos
come puntos hay en el lado del dngulo (fig.17>.

qr'

7 Figurail?

Al sobreponer el triangulo ABCz en el ABCs Cfig. 18,

‘“‘se ve que no coinciden los otros dos dngulos n1 los

otros dos lados.

A 8 A
Figuro 18

Es decir, estos datos no son suficientes para construir
un Unico tridngulo.

3 Si los datos dados son un lado ¢ y un dngulo y no

adyacente a él, écudntos tridngulos podemos
construir?

11
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Figurm 19

Copiemos el dngule y.

1 Sobre uno de los Jados del édngulo tomemos un punto
arbitrario, digamos As.

2 Sobre el otro lado, sea B1 el punto en €1, que esté a
una distancia ¢ del punto As. ]

3 Uniendo los puntos A1 y Bi obtenemos el tridngulo
CAsB:1. Esto podemos hacerlo con cualquier punto,
digamos Ai, de uno de los lados del dngulo.

4 Tracemos arcos de radio ¢, con centro en Ai llamando
B. al punto de interseccidn del arco y el otro lado.
Para cada punto Ai hay un punto Bi, entonces hay un
tridngule CAtBi para cada punto Ai, y como hay una
infinidad de puntos que pueden ser los AL tenemos una
infinidad de tridngules Cfig. 20). Por tante, con los
datos dados ne podemos construir un dnico tridngulo.

~c A A
’ figuro 20

En ia*flgurn 20 “se ve" que todos los tridngulos son
diferentes; si quisiéramcs sobreponer los tridngulos
CAB: y CA2Bz no podrfamos hacerlos coincidir Cfig. 21). '

12
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¢ 4 ¢ g
Figuro2! F"ﬂ"'_zl.A

4) Si los datos dados son dos dngulos a y [3, écuéntos
tridngulos podemos construir?

A

Figura 22

Como demostraremos mis adelante, la suma de los dngulos
interiores de un triangulo es 180° es decir,
a+f3+ry= 180°, per lo que podemos encontrar la medida
del tercer angulo Cfig. 2. a '

. Figuro 23

Esto es como tener tres datos, asi que este caso lo
consideraremos cuando veamos los Ccasos en que nos dan

tres condiciones para la construccidn de tridngulos.

I1I1. Tres datos.

1) Supongamos que los datos dados son tres segmentos.

13
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Figuro 24

Liamemos A Y B a los extremos del lado mayor Q.

‘1 Tracemos dos cfirculos, unc con centro en A y radio b,
y ‘01 otro con centro en. l'y' radio a. V
Podemos ver que éstos no se cortan, de wmodo que no
podemos construir trféngulc alguno. »

Flguilzs

Esto es, si uno de los lados ‘dol tridngulo es mayor que
la suma de los otros dos, como en este ejemplo, entonces
no podemes construir tridéngulo algunc. Nos preguntamos
pues, équé relacidén deben tener las longitudes de los
tres segmentos para que determinen un triéngulo?
Analicemos algunos casos:

Si la suma de los lados es igual a la longitud del
tercer lado, éipodremos construir algdn triéngulo?

Figura 26

14
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1 Tomemos nuevamente el lado mayor ¢ y llamemos Ay B a
los extremos de este iado. '

2 Tracemos dos circulos, uno con centro en A y radio b y
el otro con centro en B y radioc a.
El punto de interseccién estd sobre el segmento AB. En
este caso decimos ‘que el triéngulo es “degenerado“.
(De hecho no hemos construido tridéngulo algunod.

Figura 27

Veamos ahora qué sucede si la suma de dos Asogmntos'
cualesquiera es mayor que la longitud del otro segmento
Cfrig. 28).

Figuro28

1 Sobre los extremos del lado c.‘ tracemos circulos de
radico a vy b respectivamente.

2 Tracemos las rectas que unen los extremcs de ¢ con los
puntos de interseccidn de los circulos (fig. 29).

En este caso se pueden construir dos tridngulos, aunque

el que nos queda hacia abajo en la t:igura 29 es el

15
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eimétnice dol tnidngule ADO Por tanto, ol tridngulo ee
dnico.

Figural29

De lo anterior podemeos concluir que:

Si nos dan tres segmentos, para construir un dnico
triangulo debe ocurrir que L4 SUMA DE LAS LONGITUDES
DE CUALESQUIERA DOS LADOS SEA MAYOR QUE LA LONGITUD DEL
TERCER LADO. A esta condicién.se le conoce como LA
DESIGUALDAD DEL TRIANGULO.

Regresemos al problema de construir tridngulos con tres
datos;

2> Supongamos ahora que los datos dados son dos lados a

y b y un angulo a opuesto a uno de los lados dados a.
icudntos tridngulos podemos construir?

.—-—._—
—

Figuro 30

Copiemos el éngulo a vy sea A su vértice.
1 Tracemos la distancia b sobre uno de sus lados,
sea C el punto que cumple que AC = b,

16
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2 Con centro en C tracemos otro circulo de radic a.
Si a es menor que b y menor que la altura que baja
del vértice C, entonces €l circuloc no intersecta al

otro lado del &ngulo, por tanto no podemos construir
triéngulo alguno. :

/ figura 31

Si a es menor que b e igual a la altura que baja del
vértice C, entonces el circulo corta al otro lado del
dngulo en un Unico punto, es decir hemos construido .un
dnico tridngulo con los datos dados.

Figur o 32

Si a es menor que b y mavor que la altura que baja del
vértice C, el circulo intersecta al otro lado en dos
puntos distintos, que sirven como el tercer vértice
del tridngulo buscado, sean B: vy Bz los puntos de
interseccién. Por lo tanto, hay dos tridngulos, el
tridngulo AB«C y el trisngulo ABzC que cumplen las

EY
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' condiciones pedidai.

-/ '

Figura 33

Si sobreponemos los tridngulos AB:C y AB:C no
coinciden todos sus lados ni todos sus 4dngulos, por
tanto no son iguales.

%‘ A
A ¢ B " A ¢ 8,
' Figura 34
Si a es mavor que b entonces el circulo tragado

intersecta al otro lado del dngulo en un solo punto
que es el tercer vértice del tridéngulo solucién.

i8
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Figure 35

Todo lo anterior se concluyé tomando un dngulo que mide

menos que un recto. Veamos qué ocurre si el 4ngulo es

recto. ‘

Copiemos el &ngulo dado.

1 Tracemos la distancia b sobre uno de .loc Lido. del
&ngulo y a este punto le llanam C.

2 Consideremos el circulo de radio a con centro en C.

Si a es menor que b no hay interseccién entre el circulo »

Y el otro lado del éngulo. Por lo que no podemos

construir tridngulo alguno con las condiciones pedidas.

Figura 36
19
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Si a es mayor gue b, sSlo hay un punto de interseccidn.
del circulo con el segundo lado del éngulo. Por lo tanto,
sélo. es posible constrgir un unico tLridngulo qué
satisfaga las condiciones dadas.

Figura 37

+Qué ocurre si el a'nguio dado es mavor que un recto?
Copiemos el angule a.

{1 Tracemos la distancia b sobre uno de los lados del
éngulo vy a este punto le llamamos C.

2 Tracemos un circulo de radio a con centro C.
Si a es menor que b, el circulo no intersecta al otro
lado del éngulo. No hay tridngulo alguno que sat.isfaga

las condiciones dadas.

A\
Figurae 38

20
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Si a es mayor que b, s6lo hay un punto de interseccidn,
Por tanto, existe un dnico tridéngulo que satisface las
condiciones dadas. ’ '

Figera39

De lo anterior podemos concluir que:

Dados dos lados a v b v un &éngulo o opuesto a uno de los
lados dados, a, podremos construir un idnico tridngulo
siempre que el dngulo o sea mavor o igual que um dngulo
recto v a mavor que b, O bien, si a es menor gue un
déngulo recto v a es mavor que b, también si a es menor
que b pero igual a la altura que baja del vértice C.

35 Supongamos ahora que los datos dades son dos gngulos

a ¥ y y un lado ¢, décudintos tridngulos podemos
construir?

Figuro 40
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Como ya dijimos a + 8 + y = 180°, por lo que 3 es.
también conocido. Podemos notar que en realidad tenemos
cuatro datos, a saber, los tres dngulos y un lado. &Cémo
construimos el o los triangulos que satiafagan las
condiciones dadas?

s 2%

Figura 41

Llamemos A y B a los extremos del lado dado.

1 Con A como origen copiemos el angulo o.

2 Con B como origen copiemos el i4ngulo g.

El punto donde se cortan los lados no comunes de los
angulos o y 3 serda el punto C. Por tanto, hemos
construido un unico tridngulo Cfig. 42).

Figure 42

Si construimos otro tridngulo con las mismas condiciM
y lo soebreponemos en el ya construido, coincidirdén lo‘
lados y los 4angulos correspondientes (esto no es uné
demostracién pero sirve como ilustracién al alummno).
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Figuro 43

47 Z1 los datos dadus son dos lados b Y € ¥ el angulo

a entre ellos. écudantos triangulos . podemos construir?

Flgura 4 4

1 Sobre los lados del dngule tracemos las distancia§ by
¢ respectivamente y llamemos a los extremos de est.os
segmentos B y C.

2 Unamos los puntos B vy C.

Hemos construide un s@lo triangule C(fig. 45).

Figuraoa 45

23
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Si trazamos otro tridngulo con las mismas condiciones y
lo sobreponemos al ya construido, coincidirdn los lades

Y los dngulos correspondientes Cfig. 46).

Flguro 46

8> Dados los tres dngulos, écudntos tridngulos podemos

construir?

Lo\

Figure 47

Como no tenemos lados dados, podemos escoger cualquier
longitud para uno de ellos, por ejemplo, para el lado a.
Como en el caso 3), podemos éscoger los @ngulos a vy p
(el @ngulo y va estd determinado), vy entonces habremos
construide un iudnico tridngulo, pero ésto es habiendo
tomado la longitud para el lado e (fig. 48).

" Figuro 48

{Qué ocurre si tomamos otra longitud?
Podemos tomar por ejemplo una longitud mayor, usamos los
mismos dngulos o v 3, hacemos la construccién como en 3)

2¢
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Y nuevamente tenemos «a ¥hico tridngulo (Pig. 49).

Figwa 49

Asi, podemos tomar otra longitlid msyor o menor para el
mismo lado c. tomemos nuevamente una longitud mis grande
.qQue la de la figura 49 vy los sngulos o y £ dados vy
- hagamos la construccion como en 3), obtenemos asi un
Unico trisngulo (fig. 50).

" Al decir que tenemos un gnico trisngulo en realidad lo
que estamos diciendo es que tenemos un- dnico tridangulo
dados los tres angulos y un lado fijo. Como pod.-ns
e*scoger la longitud Para el lado de manera arbitraria 1o

- que ton.-os_om.oncos @S una infinidad de tridngulos que
se ‘copstruyﬂi ‘con los mismos dngulos pero con la
16n‘g1tud ‘dol lado escogido diferente.

Los tridngulos construidos (en el caso 5) Son parecidos
pero no iguales, porque aunque sus dngulos son iguales
Sus lados no lo son.

Sin embargo podemos observar una propiedad importante de
_mtriingﬁlos.mmisteenquesitrmunode
los lados de un tridngulo mavor que el del anterior. los

25
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otros dos lados son m&s grandes también.

Acerca de esta propiedad hablaremos mds tarde.

De todo lo anterior poddhmos concluir que dos triangulos
son iguales o congruentes si:

1 Tienen sus tres lados respectivos tguales.

2 Tienen dos lados *y el dngulo comprendido entre ellos
respectivamente iguales.

3 Tienen dos dngulos Yy €l lado comprendido entre ellos
respectivamente i(guales.

Recordemos que cuando tenemos como datos dos angulos
cualesquiera y un lado, tenemos un iinico tLriangulo pero
€ste no lo incluimos como un criterio de congruencia de
triangulos pues este caso puede reducirse al caso en que
conocemos dos angulos y el lado comprendido entre ellos
Ya que de los dos angulos dados podemos deducir del
tercero.

Cuando tenemos dos lados y un angulo, no comprendido
entre ellos, vimos que podemos construir un inico
tridngulo como en las figuras 32, 35 y 37 ¢ bien, dos
tridngulos no congruentes como en la figura 33. Esto
dltimo nos impide utilizar dichos datos como un criterio
de congruencia.

Veamos nuevamente como’ copiamos un dangulo tgual a uno
dado (Repetiremes la construccidén que ya estamos en
condiciones de demostrar).

Sea a el dngulo dado Y L una semirrecta con un punto 0
como origen.

Figurg 5

26
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1 Tracemos un arcd cualquiera con centro en el vértice
A del 4&angulo dado. Sean B 'y C los puntos de
interseccidn del arco y los lados del angulo.

2 Tracemos un arco de radio AB con centro en el punto O.
Indiquemos por Bi el punto de interseccidén de este
arco vy la semirrecta dada. ;

-3 Tracemos un arco de radio BC con centro Bj.

Llamemos C: al punto de interseccién de los arcos. Al

unir los puntos 0 y Ci obtengo el dngulo pedido.

Si unimos el punto B con el C v el bunto B:s con el Ci

obtenemos dos triangulos que son congruentes.

»
@

Figura 52

El lado AC del triangulo ABC es igual al  lado OC; del
triangule 0B:iCi pues son radios de arcos trazados con el
mismo radio. . !
Los lados AB y OBy también son iguales, por la misma
razon que lo son los anteriores.
Les lados BC y BiCi también son iguales. también son
radios de arcos construidos con el mismo radio.
Entonces, por el primer criterio de congruencia, tenemos
que los triingulos son congruentes. Por lo tante, el
angulo BAC es igual al angulo Bi0Ci.
Cerremos por ahora este gran paréntesis vy regresemos a  nuestro
problema inicial que era demostrar que M es el punto medio del
segmento AB (fig. 2). .
Alli tenemos tridngulos con dos lados iguales, a saber, CA y BC
(son radics del circulo). Estos tridangulos son ISOSCELES pues los
triangulos isdsceles tienen dos lados iguales. Veamos come son sus
‘a'ngulos. Para ello, usaremos la biséctriz de un dngulo Crecta que

divide al 4ngulo en dos dngulos iguales).

27
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éComo bisectamos un dngulo¥®

Sea o el d&ngulo dado con vértice en A.

Figwro 53 -

Consideremos el vértice A del angulc dado como centro.

1 Tracemos un circulo de radio cualquiera. Sean B y C
los puntos de interseccidn de este circulo con los
lados del angulo.

2 Tracemos otros circulos del mismo radio con centro en
los puntos B y C. Estos circulos se intersectaran ‘en
dos puntos (uno de los cuales pudiera ser A). Elijamos
uno de esos puntos de interseccidén y llamémosle D P
no debe ser A).

La semirrecta AD divide al ingulo a en dos éngulos iguales.

Figurae 54

28
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Veamos por qué;

Si nos fijamos en los tridngulos t:fue se forman uniendo
los puntos AB, BD, AD, AC y CD, a saber los tridngulos
ADB y ACD tenemos que: ~

Los lados AB y AC son iguales pues son radios. de
circulos trazados con radios iguales. A

Los lados BD y BC también son radios de cfrculos
trazados con radics-+iguales.’

El lado AD es comin para ambos tridngulos.

Como:..los tres lados son iguales se cumple el primer
criterio de congruencia de tridngulos, y por tanto
AADB = AACD. _ '

Por lo tanto todos los angulos correspondientes del
triingulo son iguales, en particular los angulos DAB y
CAD entonces el segmento AD divide en dos 4édngulos
iguales al dngulo a y por tanto, el segmento AD es la
bisectriz del adngulo a. : .

Figuro 55

Veamos ahora que un tridngulo isdsceles tiene dos
dngulos iguales: .
Sea el tridngulo ABC un tridngulo isdsceles; que se
construye tomando el lado AB y trazando en cada uno de
sus extremos un arco, ambos del mismo radio (figura 56).

29
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Figwa 56

.Bisectemos ahora el dngulo ACB, 11 amemos D al punto de
interseccidn de la bisectriz con el lado AB, y fijémonos
en los tridngulos ADC y BDPC. Estos triangulos son
congruentes pues:

1 Los lados CA y CB son iguales, yva que son radios de
arcos trazados con radios iguales‘.

2 El lado DC es comin.

3 Los dngulos ACD y BCD son iguales pues el segmento CD

es la bisectriz del angulo ACB. '
Por tanto tenemos dos triangulos que Lienén dos lados y
el angule comprendido entre ellos respectivamente
iguales, asfi que los tridngules ADC y BDPC son
congruentes.

Entonces, los angulos correspondientes son iguales; en

particular, los déngulos DAC y DBC son iguales.

Figwa 87

Un tridngulo es isésceles, st los dngulos opuestos a sus

lados iguales son itguales entre si.

30
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Vamos a regresar a las figuras 2, 5 y 6 para terminar de
demostrar que el punto M es el punto medio del segmento
AB.

Figwa 58

En- las tres figuras tenemos tridngulos isdésceles pues
los tridngulos ABC, ABD de la figura 59 tienen dos lados
iguales que son ; CA = BC vy BD = DA. ‘ '
Trabajaremos con la figura 2 (59) aunque los argumentos
que se darén son vdlidos para las figuras S y & .

>

El tridngulo ABC es isGsceles, pues asf lo construimos,
entonces los 4dngulos BAC y CBA son iguales.
Rencmbrémoslos como o (fig. 60).
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A N 8

Figwre 60

Si ahora nos fijamos en el tridngulo ABDP, (fig. 61
vemos que también es isdsceles, entonces los &ngulos BAD
y DBA son iguales, renombrémoslos como f3.

Figuwra 6/

El tridngulo DCA es isdsceles, (fig .82 entondes los
dngulos CDA y ACD son iguales, les llamaremos &.

ot N,

M
- Figure 62

De igual manera se ve que el tridngulo DCB es isdsceles
Cfig. 63> por lo que los &éngulos CPB y BCD son iguales,

"<<177‘

Figura 63
32

llamémosles y.
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M
Figura 64

Del triéngulo ABC tenemos que:
a+b+yta= 180°
Del tridngulo ABD tenemos que:
ﬁ‘-+5+r+r,~-130°
ésto es
2a+ b+ y=2p+b*y
entonces tenemos dque:
2a = 21
y por tanto
a=f
Haciendo el mismo razonamiento para los tridngulos DCA ¥y
DCB con los angulos respectivos tenemos que:
6 =7
Tenemos entonces que el segmento CM bisecta al angulo
ACB del triangulo ABC y el segmento MD bisecta al Aingulo
ADB del tridngulo ABD.

Queremos demostrar que el punto M es el punto medioc del
segmento AB. Lo que haremos serd ver que los lados AM ¥y
MB de los tridngulos AMC y BMC son iguales (fig. ‘84d.

‘ .
Figwa 65

De los trisngulos AMC y BMC tenemos que:
1 Los lados CA y CB son iguales,
2 El lado MC es comin.
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3 El dngulo § es también el mismo en ambos.
Entonces por tener dos lados y el 4ngule comprendido
entre ellos respectivamente iguales los tridngulos AMC y
BMC son congruentes. Por tanto sus lados
correspondientes son iguales, en part.i{:ular los lados AM
y MB son iguales, por tanto M ' es el puntc medio del
sigm.nt.c AB y esto era 1o que querfamos demostrar.
Observemos que para hacer la demostracidén no usamos el
hecho de que el radic del circulo fuera una cierta
r = AB, por lo que el andlisis desarrollado sirve para
los otros dos casos que dibujamos y de heche sirve para
cualquier r mayor que la mitad de la distancia AB.
Ahora bien, comc el segmento MC pasa por el punte medio
del lado AB del tridngulo ABC y por el vértice opuesto
al lado, entonces este segmento es una mediana de dicho
tridngulo y, ademés, ya vimos que es bisectriz, iqué més
podemos decir acerca de este segmento?
Fijémonos ahora en los 4ngulos CMA y CMB de los
triangulos AMC y BMC (fig. 650, renombrémoslos como £ y
E’".
Sabemos que:
£ + g =180°
a los dngulos £ v £’ se les llama dngulos suplementarios
porque su suma es 180°. pero ¢ y g'. son angulos
correspondientes en los trisdngulos AMC y BMC por lo que
e =g . .
entonces
) e =¢c" = 90° = yn recto
asi que el segmentc MC es perpendicular al lado AB y
por tanto es una altura del triéngulo ABC.
En el tridngulo ABD tenemos que los dngulos DMA y DMB
también son rectos y por tanto el segmento MD es altura
del trisngulo ABD.
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Figure 66

Como A = MB v tanto ¥ como ¥B son alturas .de los
tridngulos DCA y DCB respectivamente, podemos entonces
concluir que las alturas de dos trifingulos i(sésceles
congruentes son iguales. '

Nétese que hemos construido una perpendicular a un
segmentc dado que pasa por su punte medio, veamos ahora
cémo se construye una perpendicular a una recta dada que
pase por cualquier punto en ella Cdadod.

Construccion de una perpendicular a una recta i dada que

pasa por un punto 0 Que esta sobre la recta l.

1 Tracemos un circulo de radio cualquiera con centro en
0, que corte a la roc(.a en dos puntos, a saber, A Yy B.

2 Tracemos dos circulos de radio AB y con centros en los
puntos A y B. Sea C uno de los ﬁunt,_oc de interseccién
de los mismos.

La recta pedida es la que pasa por los puntes 0 y. C.
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Veamos:;

Tracemos los segmentos que unen los puntos Ay C, Cy B

Cfig. 67, )

Vamos entonces a fijarnos en los tridngulos AOC y BOC.

1 Los lados CA y CB son iguales por ser radios de
circulos iguales. * ’

2 Los lados A0 y BO son iguales por ser 0 el punto medio
del segmento AB.

3 El lado OC es comin.

Como los dos tridngulos tienen sus tres lados

correspondientes iguales, entonces los tridgngulos son

congruentes. Esto es, sus dngulos correspondientes son

iguales. El angulo OAC sersa denotado como 3, el 4dngulo

OBC serd denotado como », el dngulo ACO como & y el

éngulo BCO como 7. ‘

Asi que

f=yyé&=n pero s + yn =180°, de donde 6 = 5 = 90°,

Por lo tanto la recta CO es perpendicular a la recta L.

También podemos constrﬁir una recta perpendicular a una

recta ! dada que pasa por un punto 0 fuera do'ollar

Construccién de una recta perpendicular a una recta 1l

dada gue pasa por un punto 0 fuera de ellea.

1 Tracemos un circulo con centroc en 0 y que corte a la
recta ! en mas de un punto. Sean A y B sus puntos de
interseccidén con la recta 1. ' ’

2 Tracemos dos circulos, uno con centro en Ay el otro
con centro en B y del mismo radio. Sea 04 uno de los
puntcs de .interseccién de los circulos. (Si 04
coincidiera con 0 por haber tomado circulos centrados
en A v B de radio OA = OB tomamos el otro puntod.

La recta buscada es la que pasa por los puntos 0 y 04
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Figuo 68

Obsérvese que para bisectar el segmento AB hicimos una
construccién similar; desde A y B construfamos dos
circulos del mismo radio y uniamos los puntos de
interseccidn de ambos circulos. Si ahora suponemos que
el radio tomado para dichos circulos es la distancia
OA = BO = r, el segmentoc 00; bisecta al segmento AB, v
tenemos entcnces que:
Los tridngulos AMOs y BMOs son congruentes pues:
1 Los lados O1A y O04B son iguales pues son radios de
circulos iguales. ' '
2 Los lados AM y MB también son iguales pues M es @l
punto medioc del segmento AB. 4
3 El lado MO4 es comdn.
Luege entonces sus lados correspondiintes son jguales, y
- por tantc si llamamos » al dngulo O«MA, ' al én‘uio
OiMB tendremos que;
y=y'yy*'y’-180°v y-y’_-90°-unz~cc'to.
Tenemos entonces que la recta que pasa por los puntos 0
y 04 @s porp;ondicular a la recta 1l dada.
Regresemos al problema inicial de encontrar el punte “un ﬁ.dio" de’
la recta donde estamos construyendo los nﬁnros. Tomemos el
segmento de longitud la unidad que escogimos; bisectémoslo con el
método usado para la biseccidén del segmento AB y entonces podemos
pintar el nimero "un medio™ (fig. 69.
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Flgwo 69

Ahora veamos 4qué otros nimercs podemos construir, usando esta
misma construccién?

El método sirve para encontrar todos los puntos medios, es decir,
los puntos medios de los segmentos de longitud uno C(fig. 70>.

THH-

Figwa 70

Esta es una forma de encontrar los puntos medios, aunqlie como ya
conocemos el un medio, pod-mos abrir el compés con esta longitud e
‘ir trasladéndola en la recta y de este otro modo también
encontramos los puntos medios Cfig. 71D.

r L i 3 3

.i-i..;-i;,_--»».::.;;,i.iai%
F'lﬁldﬂ

_&Qué otros nimeros podemos construir con este método?

Pues los medios de los medios, es decir, los cuartos, ya que
sabemos bisectar cualquier sogmcnté no importando su longitud,
También podemos construir los octavos, pues son las mitades de los
cuartos,

Asi, con esta construccién podonn-s construir todos los nimeros gque
tienen como denominador una potencia de dos, va qué ;>odcmos ir
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-

dividiendo los segmentos en dos partes iguales. De esta forma
hemos construido una infinidad de nimeros.
Faltan audn ﬁlim.ros por construir, por ejemplo el '"un tercio” que
no tiene denominador una pot.ene‘ia de dos, écémo lo construfimos?
Construccidén del nimerc un tercio.

1 Tracemos una recta ! y marquemos la unidad scbre ella.
Tracemos otra recta m que corte a ! en el origen. '
Tracemos tres unidades sobre ella.

Unamos con una recta !’, el uno de ! con el tris de m.

a. & W N

Tracemos una recta m’ paralela a !’ que pase por el uno de

m; el punto donde se intersectan m’ vy L es el un tercio.

0 X 117

Figuro 72

Aqui tenemos un problema 4como construimos una recta paralela a
una recta dada y que pase por un punto dado?
Primero habrd que ver qué es paralelismo. La idea de
paralelismo que "maneja" el alumno es;

1 Que dos rectas son paralelas si la distancia entre ellas es

siempre la misma. '

2 Que dos rectas son paralelas si no se cortan.
Esto tiene un problema, para la primera idea lo que ocurre es que
es complicado definir la distancia entre dos rectas vy para la
segunda, es dificil de verificar que en efecto dadas dos rectas
(pintadas en el cuaderno o bien en el pizarrén) no se cortan,
pueden no cortarse al dibujirseles pero podria ocurrir que si las
prolongiramos (en caso de poder pintarlo) si se intersectaran. Lo v
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que haremos entonces es; partiendo de construcciones de rectas
paralelas dar propiedades més manejables.
Veamos entonces algunas ;onstrucdiones;
Construccién de una recta paralela a una recta dada que
pase por un punto dado. ‘ ‘ ]
Sea I una recta dada y P el punto por donde queremos que
pase la paralela. '
1 @nstruim. una recta m perpendicular a Il que pase por
e Construlm una recta n perpendicular a m que pase por
P. | - |
n es la recta paralola'a L Cfig. ‘73)

Figura 73

Obsérvese gque para construir la 'para'lela utilizamos dos

veces el método para construir  perpendiculares. Pero

también podemos hacer otra construccidn. ‘

1 Tracemos un recta m que pase por el punto P Yy que
corto' a la recta I, llamemos O al punto de
interseccién de ambas rectas. N

2 Con una distancia arbitraria, tracemos un arco con
centro en 0, tal que B y C sean los puntos donde el
arco corta a l y m respectivamente.

3 Traslademos el éngulo BOC, al que renombraremos como

a, al punto P (que serd el vértice de ésted, vy con m
como lado correspondiente a 0C. '
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4 Tracemos un arco con centro en P y radio OB, de modo
que la interseccién de éste con m sea R.

S Con centro en R tracemos otro arco de radio BC. Sea Q
el punto que resulta de intersecctar a los arcos.
Renombremos por o’ al dngulo QPR.

Sean;

B’ un punto sobre ! tal gue B’D = DB

C’ un punto sobre m tal que C0 =
Q’ un punto sobre n tal que QP =
R’ un punto sobre m tal que R’P =

238

Figure 74

Afirmamos que la recta que pasa por los puntos P y Q es
Paralela a ls recta ! (fig. 74). Demos. nombres a los
&ngulos formados en esta figura.

Tenemos; ' .o ‘ .

El dngulo BOC sers llamado también a, el sngulo C'OB 3,
el ingulo B’OC’ &, el sngulo COB’ .y, el édngulo PR o’
el dngulo R’PQ . el dngulo Q’PR’ o’’ y el éngulo RPQ’
r’.

a+ 3=1080°, pues son dngulos suplementarios vy
a' + y = 180° Yy o=a pues asi{i lo . construimos
entonces 3 = » . ’ -

Del mismo modo tenemos que: :

§+pn= 100° y como a + 3 = 180°, entonces & = a
Y ademds
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n*a=180° y a + 8 = 180° , por lo que n = 8

Esto quiere decir que los dngulocs opuestos por el

vértice son iguales. '

Los #ngulos a. 7. a’’ y y se llaman dngulos internos;

los dngulos 3. 6. y’ y a’ dngulos externos.

Tomados en pares, a y &'’ 3 y y se llaman dngulos

alternos interncs; 3y y’. 6§ y a’ alternos externos. o y

&’y BYys a’ vy & ny y’ correspondientes.

De lo anterior podemos concluir que;

1 n*u’=180°y ' + a=180° y como a *= o' entonces

.=y : -

2n+6=180° y ' + o'’ = 180° y como n = y' entonces
&= a”

3 a + [¢d =180° y a+y = 180° vy como o = o' entonces
f=r. ’

Con esta informacion podemos dar algunas propiedades

' para que dos réctas sean paralelas.

PROPIEDAD 1. | _

"“S! DOS RECTAS SITUADAS EN UN PLANO FORMAN CON UNA
TRANSVERSAL ANGULOS CORRESPONDIENTES IGUALES, ESTAS DOS
RECTAS SON PARALELAS”™.

También tenemos: . .

1 n = 1 por ser opuestos por el vértice y como sabemos
= )y entonces 5 = . _

2 o’ = o’’ por ser opuestos por el vértice vy a = a’ por
construccién, por tanto a’ = a’’, ’ '

PROPIEDAD 2.

"SI DOS PARALELAS SON CORTADAS POR UNA TRANSVERSAL, LOS
ANGULOS ALTERNOS - INTERNOS SON IGUALES"™.

é = o por ser opuestos por el vértice.

a = a’ por construccién, por tanto & = a’.

f# = n por ser opuestos por el vértice.

n = r’ por ser correspondientes, por tanto 3 = ’.

PROPIEDAD 3.

"S! DOS PARALELAS SON CORTADAS POR UNA TRANSVERSAL, LOS
ANGULOS ALTERNOS - EXTERNOS SON IGUALES™. '
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Hagamos otra construccién de una recta paralela a una

dada. ’

Sea ! la recta dada y P el punto por el que queremos que

pase la paralela. - ‘

1 Tracemos un circulo con centro en P y 'quo corte a 1.
Sean A y B los puntos de interseccién del c¢ifrculo con
la recta 1. ' ’

2 Unamos A con P y B con P. De este modo hemos
construido un tridngulo isésceles, traco.ﬁi la ilturl
‘que baja del vértice P y llamemos C al punto de
interseccién de la recta ! con esta altura Cfig. 75).

3 Sobre ! traslademos la distancia AB. Sean A’ v B’ los
extremos del segmento de longitud AB qus trasladamos.
4 Construyamos el tridngulio A'B’'Q coﬁgr'uom.e al
tridngulo ABP, tracemos la altura que baja del vértice
Q@ v llamemos C’ al punto de interseccicon de ! con esta

altura.

S Tracemos ahora la recta que pasa por los puntos P y (.

Se forma un recténgulo v por tanto la recta que pasa por

los puntos C v C’' es paralela a la recta gue pasa por

los puntos P y Q.

‘Q_—/“‘
Figwe 75
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Los puntos P, C, C’ vy Q forman un rectéhgu.lo. éste
tiene sus lados  iguales, paralelos entre si, por
tanto, la recta que pasa por los puntos P v Q es
paralela a la que pasa por C vy C’.
Las dos propiedades primeras, son més mane jables, pues
es f&cil verificar que,dos rectas dadas cumplen tales
propiedades haciendo las construcciones.

Ahora ya tenemos herramienta suficiente para demostrar
que la suma de los angules interiores de un triingulo es
dos rectos. S6lo necesitamos construir una recta
paralela, como ahora ya sabemos hacerlo, entonces
haremos aqui la demostracién: ‘

Sea ABC un triingulo cualquiera.

Tracemos una recta paralela al lado AB que pase por el

“vértice C; las rectas que pasan por los puntos A y C, C

y B son transversales a las paralelas Cfig. 76d.

Por los resultados anteriores tenemos que:

Figure 76

1 Los éngulos ay a’, Yy 3+ son alternos - internos y
por tanto a=a" yfp=pn.

2 Los dnguloes a', y Yy [3° suman dos rectos por tante
a+y+p=180° = dos rectos.

resuelto el problema de paralelismo podemos abordar

nuevamente la propiedad que vimos de tridngulos que tienen sus
tres éngulos correspondientes iguales, a saber, si trazamos uno

“
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de los lados del tridngulo mayor que el de uno constrhido antes,
los otros dos también resultan mis grandes. Entonces veremos el
siguiente concepto;

SEMEJANZA DE TRIANGULOS.

Cuando analizamos la posibilidad de construir un
tridngulo dados sus tres 4ngulos vimos que podfamos
construir una infinidad de ellos variando tan sSlo la
longitud de los lados y en ese momento sefialamos una
propiedad de los tridngulos asi construidos, a la que
-1lamaremos SEMEJANZA, .dos triangulos son semejantes st
sus angulos son respectivamente igualtes. En ese nonento.
no estibamos en posibilidad de estudiar esa propiedad.
Pero ahora. con la herramienta desarrollada, vamos a
hacerlo. .

Si sobreponemos el tridngulo de la figura 48 en la
figura 50 haciendeo coincidir el dngulo Y Y el vértice C
tenemos la figura 77; llamaremos ABC al triangulo de la
figura 50 y A'B°C*® al tridngulio de la figura 48,
entonces los vértices C y C’ coinciden, el punto A’ ests
en el lado CA y el punto B’ ests en el lado BC. '
Como los dngulos a y o’ son iguales y los sangulos gyr
también son iguales tenemos entonces que los segmentos
AB y A’B’ son paralelos. -

c

TN

Figurs 77

Tracemos el segmentc que une los puntos A y B y
fijémonos en el tridngulo A’BB', a su altura, la
llamaremos h C(fig. 7@
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Figuro 78

Ahora tracemos el segmento que une los puntos A y B’ ¥y
f'j jémonos en el tridngulo AB'A’, su altura es también la
distancia h Cfig. 793, ‘

A ' ' ]
Figura 79

’

Como los triéngulos A'BB’ ¥y AB’A’ tienen un lade que
mide lo mismo, 2 saber, el lado A’B’ y la altura para
este lado es la misma entences estos tridéngulos tienen
l1a misma drea. '

As{, los trisdngulos A’BC v AB'C tienen la misma 4rea.

Veamos la proporcién que hay entre las dreas de los

triéngulos: A'B'C y A'BC’. A'B'C* y AB’C.

1 Tracemos .la altura correspondiente al lado B’C* del
trigngulo A'B°C’ y llamemos X al punto donde se
intersecta la altura con el lado (en nuestro caso este
punto es exterior al tridéngulod.

2 Tracemos también la altura correspondiente al lado
C'A’ y llamemos Y al punto de interseccién de esta
altura con el lado Cfig. 80> (también en este caso el
punto es exterior al tridngulod.
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Figuro 78

Ahora tracemos el segmento que une los puntos A y B’ ¥y
f'j jémonos en el tridngulo AB'A’, su altura es también la
distancia h Cfig. 793, ‘

A ' ' ]
Figura 79

’

Como los triéngulos A'BB’ ¥y AB’A’ tienen un lade que
mide lo mismo, 2 saber, el lado A’B’ y la altura para
este lado es la misma entences estos tridéngulos tienen
l1a misma drea. '

As{, los trisdngulos A’BC v AB'C tienen la misma 4rea.

Veamos la proporcién que hay entre las dreas de los

triéngulos: A'B'C y A'BC’. A'B'C* y AB’C.

1 Tracemos .la altura correspondiente al lado B’C* del
trigngulo A'B°C’ y llamemos X al punto donde se
intersecta la altura con el lado (en nuestro caso este
punto es exterior al tridéngulod.

2 Tracemos también la altura correspondiente al lado
C'A’ y llamemos Y al punto de interseccién de esta
altura con el lado Cfig. 80> (también en este caso el
punto es exterior al tridngulod.
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Figuwra 80
M<

aCM'B'C’)

-2L CB*C’ICA' XD
aCAA’BO = —ZL CBOCA XD y

aCAA’B’C’> = —=— CA'C'ICB'YD

aCAAB' © = —12— CACXCB' YD

tomando el cociente de las dos priseras ecuaciones,
tenemos:

EDQ' - g(aEIB’gl)
BC aC AA’ BOO
v como ‘alAA’BC) = a (AAB’C) entonces

acaeva:g-: [N -1 odd

aCAAB'CY aCAA’BO)

( » L] L e'c'
Pero “.(aA’BC> ~ A'C

' ) Be o Ac _AC_ _ BC_
Es decir, BC = TAC es5to es , A'C"B"C"

Esto significa que el punto A’ divide al segmento AC en
la misma proporcidén que el punto B* divide al segmento
BC.
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Ahora coloquemos el tridngulo de la figura 48 al que
llamaremos A’’B’’C’’, (para que no haya confusién con la
figura 77), sobre el triféngulo de la figura 50, a éste
lo llamaremos ABC; al hacer coincidir los vértices A vy
A’’, coincidirdn los 4ngulos correspondientes a estos
vértices; obtenemos asi la ri'gura 81.

,ﬂ
Figura 8!

Usando los mismos argumentos tmo usamos para la figura
77, podemos asegurar que:

—AC___ . _AB
A,ncn) A'lBD) i v
como A’’ = A tenemos que

—Ac __ _ _AB __

Acl 1 ABI »
pero AC’’ = AC por lo que

AC __ . __AC

AC’’ _AC’
Esto es, el puntoc B’’ divide al segmento AB en la misma
proporcidén que el punto C'’ al segmento AC.
De lo anterior concluimos que:

AC | BC. . AC _ _AB.
AC’ B'C’ A’C"  A'B’
Esto significa que:

AR, _AC_ | _BC
A'B’ A'C? B'C’

Podemos concluir, pues, que si tenemes dos triinﬁulos
semejantes, sus lados guardan la relacién:
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AB_ _ _AC__ _BC

A'B’ A'C B’'C’®
que se conoce como la proporcién de sus lados. En este
caso se dice que los tTiéngulos semejantes (tienen sus
éngulos correspondientes iguales) tienen sus lados
proporcionales.
Antes de regresar a la construccién del punto un torci'o
veamos un ejemplo sobre soﬁjanza de tridngulos:
Tomemos un tridngulo recténgulo con vértices A, By C.
Supongamos que la hipotenusa del tridngulo es el lado
AB, _
Tracemot 1la altura correspondiente a este lado, es
decir, el segmento perpendicular al lado AB que pasa por
C y llamemos D al punto donde se intersectan dicho lado
y la altura.
Como la altura es perpendicular al lado, hemos

construido dos nuevos trisngulos rectingulos.

{Qué relacidn hay entre los tridngulos construidos?

Los nuevos tridngulos son: el tridngule APC y el
- tridngulo CDB. )

Del tridngulo original ABC tenemos que:
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q#—g--o-ﬁsleoo

donde o es el dngulo DAC v /3 es el déngulo CBD.
Del tridngulc ADC tenemos que:

a+ .+ -g—”- 180°

donde 3’ es el &ngulo ACD.
As{ que
B=p.
Por tanto, los tridngulos son semejantes, pues tienen
sus tres éngulos correspondientes iguales.
Si suponemos que las longitudes de los lados de los
triangulos son: : .
AB = a, BC =c¢c, CA=b, AD = e, DB = f y DC = d tenemocs

que la razdn de proporcionalidad de los tridngulos es:

AB _ _CA a_ _ b

—CA = TaD ° esto es ——-b Py

AB_ . _BC I W -
CA = DC » @sto es ™ = Py

LA _ BC 0 - S -E '
AD ©- Dt esto es e = 4

Fijémonos ahora en los tridngulos ABC y CDB.
Del tridngulo CDB tenemos que:

o' +—g—+ﬁ=1éo°
donde a’ es el Angulo BCD.
Por lo que
a=qo.
Y por tanto los tridngulos ABC y - CDB también son
semejantes y su razon de proporcionalidad es:

“‘_o.‘._LgL
[ d

» esto es =—;—

2 a!c Rl
B 2R ok

Dc.ostoos

- L
a

ol vlo
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De aqui podemos concluir que los tridngulos ABC, ADC y
CDB son semejantes entre si. ‘

Los trisdngulos ADC y CDB se encuentran en la proporcién:
-

CA _ BC. _iio es B = S

AD - DC ’ _ ™ d
C.CA _ BC I - I -
c = DB *°** T4 "¢
. ) .
AD _ De S -
DC = DB ., osto es ) = 3

""lo que oqﬁivalo a escribir:
S SR -
. d e
Regresemos a la construccidn del punto un tercio (fig. 83 vy

argumentemos por qué asi encontramos el punto.

>=

Figwo 83

Llamemos B al punto uno de la recta 1, C al punto tres de la recta
m . B® al punto donde se intersectan las rectas t'y m, C al
punto uno de la recta m y A al origen. Llamemos x a la longitud
del segmento AB’. '
Los triéngulos ABC y AB'C’ son semejantes pues tienen sus angulos
correspondientes iguales (recuérdese que m Y m’ son paralelas).
por lo que sus lados son proporciocnales, esto es:
JAB_ L LAC

. AB’ AC*

pero AB = 1, AB* = x, AC = 3 ¥y AC' = 1, entonces
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4 .32
x

1
Despejandco tenemos que x = —15— ; |'>or' lo que e} punto B’ es el

pPuUnto un tercio de nuestira recta.

' Con esta abertura del compas, ;Sodomos construir todos los tercios;
colocando el compds después del un tercio tantas veces como
queramos; esto nos da un método para construirlos aijdn cuando no
.podames pintarlos todos.

Con esta misma construccion, équé otros nimeros podemos construir?
Si tomamos el un tercio come unidad y hacemos la misma
construccidn, ahora el punto B' sers el pﬁﬁt.o un noveno.

Otra vez tenemos que los segmentos BC y B°C’ son paralelos, esto
quiere decir que los trisngulos ABC y AB'C’ son semejantes vy
entonces sus lados son proporcionales:

= AC_
A'B’ AC’
peroc ahora AB = 'ls— WJA'B” =x, AC=1 y A’C' = ';—

Por lo que ,

- S ’
—_ . i
x - .
"3
y asi . despejando tenemos:

= ¢ - i S
x=C 53 5~ =g

Tomando esta abertura, podemos construir todos los novenos, aunq;.:o
no podamos pintarlos todos con nuestro compés.

Podemos seguir asf con la misma construccién y tendremos los
.nimeros que tienen como denominador una potencia de tres. No
haremos més construcciones pues cada. vez los se‘uent.os obtenidos
son més pequelios y €ésto no nos permite seguir dibujando como lo
hemos hecho hasta ahora.

Veamos. Hasta aqui, ya construimos todos los ont,rorosvr todos los
medios y los nimeros con denominador una pét.onci.a de dos, todos
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los tercios y todos los nimeros con denominador una potencia de

tres, y todos los nimeros de la forma ﬁ— con a, p VY (q
2F 3
enteros, écon estos nimercs hemos cubierto toda la recta? No, pues

al menos nos faltan aquellos 'con denominador distinto de potencias
de dos y tres.
Sin embargo esta misma construccién nos va a servir para construir

cualquier nimeroc de la forma —i—-'con a un natural.

Hagamos 1la construccién como antes:

1 'I'racomo's' una roct.i l y marquemos sobre ella la distancia uno con
el compés, renombremos como B al punto unc.

2 Tracemos otra recta, digamos m que pase por el origen de la
recta ! y marquemos sobre ella las distancias uno y n.

Renombremos como C al punto n y ‘como C° al punto unc de la recta

m.

3 Tracemos una recta !’ que una los puntos B y C.

4 Tracemos una recta m' paralela a !’ que pase por el punto C’.

» Llamemos B’ al punto donde se intersecctan las rectas ! vy

m’. '

Los tridngulos ABC y AB’C’ son semejantes; por tanto sus lados se

encuentran en la proporcion:

—AB__ , __AC
AB’ AC’®

Si llamamos x a la distancia AB’ entonces
AB =1 , AC=n yAC" =1

por lo tanto B S « I
: x 1
as{ que, despejando tonbnos; ' x = —e:—

Construimos asfi cualquier nimeroc de la forma ‘-%- y con esta

abertura del compds podemos construir todos los nimeros de la

forma —ﬂ'—- con m cualquier nimerc entero y n cualquier natural,

estos sSon los nUmeros que CoONOCeMOsS como nimeros racionales. Igual
que antes, pocdemos construir todos los nimeros cuyo denominador
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sea una potencia de n aunque tampoco podemos pintarlos todos. va
que son una infinidad.

Figwo 84

sAhora si hemos terminado? Ya construimos una infinidad de puntos
correspondientes - a los nimeros raciocnales.

De alguna manera, en el desarrollo hemos operado con racionales,
hagémoslo explicito.

Empecemos sumando dos racionales cualesquiera:

S‘an 2 y 2 dos raciona.los.‘
q n

Para sumarlos, lo que hay' que hacer es tomar la abertura del compas

con longitud —:— y trasladarla a partir del punto® '% . hacia la

54



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

derecha o izquierda, dependiendo de si es positivo o negativo.
Si ambos son positivos tenemos;

. )
o
. % -g-f-',gl

Figwa 85

Si ahora tomamos la abertura -:—. con el compés la trasladamos a
partir del punto —5" 1; disj.ancia -'5- + ":— coincide ‘GOIQ la

distancia —nL + —2'— ; esto es, la suma es conmutativa.

R |
- I it
Figure 86
Podemos usar esto para convencer al alumno de algunas propiedades
de los numeros, tales como conmutatividad, asociatividad, etc.
insistiéndole Cal alusmo) que ésto no es un demostracion sino una
ilustracidn. : '
$Qué ocurre si algdno de los dos es negativo?

No resulta el mismo punto al tomar primero -ﬁ— y después -‘;— que

tomar primero -g— y después -:— el punto -ﬁ- + _-:-' no coincide con

R o B
elpupt.o a n "
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{ 1
0 ]
L 7 S
5 kL
DO
Figuro 87

Veamos ahora cémo multiplicar con regla y compis los niumeros
racionales.

41 Tracemos una recta l, tomemos un origen A sobre ella y el punto

-‘E— (renombrémoslo como B).

2 Tracemos otra recta m que pase por A Yy marquemos sobre ella los

puntos uno y —%— Renombremos como C al punto uno v como C’

al punto —E—
. L4
3 Unamos B ¥y C con una recta n’ y tracemos una recta L’ paralela
a n', que pase por el punto C'. Llamemos B’ al punto de
interseccién de las rectas L v 1’.

-~
C,

A [ ]
Figuro 88

Los tridngulos ABC y AB’C’ son semejantes, entonces:

4B, _AC
AB’ AC’
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AC=1.AB=—:',‘—.Ac---§— y AB* = x

por tanto, tenemos que

B__
D -—1
% _P_q
si despejamos, obtenemos % = [-%— ] [—cgl—] = -:“qL

»

que es el producto de '—f':" Yy ";L .

Obsérvese que este nimero también es un racional pues mp es un
entero ¥y nq también lo es, por tanto no hemos agregado mas numeros
al hacer las operaciones anteriores. '
Por dltimo veamos cémo se dividen los racionales.

4 Tracemos una recta L, sobre ella tomemos dos puntos. un punto A

como origen y un punto B tal que AB = -B- .

‘2 Por el origen de !l tracemos una recta m y mrquoﬁos sobre 01 13
los puntos C v C’ tales que AC = ‘:-vAC’-l

3 Unamos los puntos B y C con una recta !’ y tracemos la recta
m’ paralela a !’ , que pase por el punto C’ y al punto donde
corte a Ul le llamaremos B’. i

Los tridngulos ABC y AB'C’ son semejantes, con razén de
proporcionalidad: '
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AB_ . _AC
AB) AC’®

si llamamos x a la distancia AB’

= —Po = =B ' =
AC q.AB n y AC 1

tenemos que:

n B

n (-]

x = 1

despejando:
m
x = D = =Jd_

P_ np
q

Es decir, el segmento de longitud x es el cociente de ‘:— y ":— .

Vemos que al operar con los racionales obtenemos siempre
racionales; de esta forma no podemos construir uno que no lo sea.
Con estos nimeros, écubrimos todos los puntos de la recta? '
No, faltan los nimeros que no son racionales. Vamos a demostrar
que nos faltan puntos por construir. Por ejemplo, si tomamos un
tridngulo recténgulo tal que ambos catetos miden uno, écudnto mide
su hipotenusa?

8
Figure 90

Hay un resultado de Geometria llamado el Teorema de Pitdgoras que
dice;

“El cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo, es
equivalente a la suma de los cuadrados const.ruidos sobre los
catetos".

Esto es, el &rea del cuadrado que se puede construir sobre la
hipotenusa del tridngulo de la figura 90 es 1 + 1 =:2, entonces el

58



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

lado de dicho cuadrado mide v 2 .

Asi.construimos Y2 y con esta abertura podemos pintarlo en
nuestra recta , y también podemos pintar anZ—) con n un
entero cualquiera.

o 3 F &
Figwa 91

Véamos que ¥ 2 no es un numero racional:
Supongamos que si lo es, es decir, que existen m vy n  nimeros

,-donde m vy n no tienen factores

naturales tales que ¥ 2 = n

comunes. Asi, 2 = (-2-)2 por tanto m®> = 2n% vy por ello m es un
n N .

nimero par de la forma 2p, entonces 4p® = 2n%. Si dividimos entre

dos, tenemos que 2p® = n?, por lo que n también es un ntimero par,

lo que contradice el hecho de que m vy n no tienen factores

comunes. .

Si usamos el mismo tecrema podremos construir raices cuadradas de

cualesquiera enteros positivos. Veamos:

1 Tracemos un tridngulo rectangulo cuyos cat.et.oo ‘midan uno v sean
A. B, vy C sus vértices. ,

2 Tracemos un segmento de longitud uno ,perpondic_l‘x:lar a : la
hipotenusa del trisngulo anteriormente trazado. ' »

3 Unamos el vértice B con el extremo del segmento trazado en el
punto dos;.tenemos asi un nuevo trigngulo Cel trisngulec BDCY
cuyos catetos miden uno (el CP) y v2 (el :BC), por lo que la
hipotenusa mide V3.
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Podemos asi seguir construyendo las rafces cuadradas de 1los
nimerocs enteros positivos que queramos, aunque esta construccién
tiene dos defectos:
1) Es muy larga y complicada para n muy grande.
‘2) Estamos usando el Teorena de Pl.t.égoras. un resultado que
no hemos demostrado.
iHabré otra forma de construir la raiz cuadrada de cualquier
natural sin usar este resultado vy que no sea tan larga para n
grande?
Veamos el siguiont.c resultado que nos ayudard a la
construccién que queremos hacer.
$Cémo es un tridngulo que tiene por lado el dismetro de
un  circulo y el otro vértice estd sobre el circule
también?
1 Llamemcs AB al lado del trisgngulo que es el didmetro
del circule vy sea 0 el punto medio de AB.
2 Llamemos C al otro vértice.
3 Tracemos el radie 0C.

7] =8

Figuro 93
Tenemos el tridngulo, AOC y el tridngulo OBC; ambos
tridngulos son isésceles pues dos de sus .la.dos,' a saber
OA vy OC en uno v OB y OC en el otro, son radios del
circulo, por lo que cada uno de ellos tiene dos angulos
iguales. Los ingulos OAC y ACO son iguales, denotémoslos
POr a; los 4ngulos OCB y BCO son iguales, denotémoslos
por 3 Cfig. 93>. ' -
Del. triingulo ABC tenemos que:

at+ta+perp= 180°

esto es

2a + 2 = 180°
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por tanto
a + ﬂ = 900

De aqui, concluimes que el triingulo construido es un
triingulo rectingulo. ‘
Es decir, todo tridingulo que tiene por lado el didmetro de un
‘efreulo y el otro wvértice también esté sodbre el circulo, es
recténgulo.

Nuestro problema es construir el nimero Y B . es decir, encontrar ]
un namero x tal que x2= pn, esto es, (33C = n, lo que se puede
replantear como ’

-2

Veamos un resultado que resuelve un problema mids general;

Se llama media proporécional de dos segmentos a vy b al

segmento x tal que:

A o X

x b

éComo construimos x con regla v compds?
) En el ejemplo que vimos en semejanza de trijngulos
tenjamos que la proporcién de los lados de los
" tridngulos ABC y DBC es —dL = "3— de aqui, la media
porporcional de los segmentos e y f es d, esto se - hizo
con triingulos rectingulos, vamos a hacer nuestra
. construccién de manera similar.

1 Tracemos el segmento AB de longitud a + b, donde a’y b

. son las longitudes de los segwmentos a vy b
respectivamente. Sea D el punto tal que AD = a.

2 Por el punto D tracemos una perpendicular al segmento
AB.

3 Tracemos un semicirculo de radic —’—g—b— con centro
en el punto medio del segmento AB. Sea C el punto de
intersecgcién del semicirculo con la perpendicular.

4 Unamos los puntos A y B con el punto C.

El tridngulo asi construido es recténgulo vy los

tridngulos ADC y DBC son semejantes (por el ejemplo de

seme janza visto antes), por tanto
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o S
x b

donde x es la longitud del segmento CD.

r] M
Figura 94

Regresemos a nuestro <caso donde debemos encontrar la media
proporcional de n y 1 que nos da la construcién de Yn.
Tracemos el segmentc de longitud n + 1 y hagamos la construccidn

anterior.

Figwo 95

En este caso el segmento AB tiene por longitud n + 1, el segmento’

AD tiene por longitud n y el segmento PB tiene por longitud 1.

Si nos fijamos en los triingulos ADC y CDB de 1la figura 95, que

son semejantes, tenemos que: ' :
i « B 4
x 1

esto es,
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| 22 =n,
despejando tenemos
' x =
l |
] T
- w
figwra 96

. 8
Con esta misma construccién podemos encontrar Yn ¥n y asi
todas las rTafces con radical 2".

Faltan por construir tedavia muchos numeros que corresponden a-

puntos de la recta, entre ellos se encuentra por ejemplo .'v’—’j
cuva construccién con regla y compés es imposible.
De hecho la construccién con regla y compds de este nimero es uno
de los problemas que se plantearon los griegos bajo la siguiente
forma: sabiendo que el volumen de un cubo cuvya arista mide una
unidad (lineal), es una unidad (de volumen)., encontrar la longitud
de la arista x de un cubo cuyo volumen sea exactamente el doble
del cubo unitario. Dicha arista satisfard le sencilla ecuacién
cubica;

x*-2=0
Concluimos este capitulo diciendo, aunque no lo hemos demostrado
ni ‘lo demostraremos. que los nimeros construibles con regla vy
compés son los racionales y las raices con radical 2" y todos los
nimeros que se pueden construir a partir de operar con ellos.
Este problema puede verse en (5) pég. 198, aunque esté
desarrollado de manera diferente.



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

CAPITYLO 2.
LA CUADRATURA

En este capitulo nos plantearemos el problema de encontrar  dreas
de poligonos, partiendo del conocimiento ‘del drea de un cuadrado
dnicamente. _
El problema se aborda de manera similar a como lo hacfan los
griegos, construyendo un cuadrado con la misma &rea que la del
poligono dado: a este procedimiento le llamaremos cuadratura, para
ello usaremos tan sélo regla y compss. '
Entonces el problema sers
FFOBLEMA: .

Cuadrar un poligono dado.

Comencemos con figuras sencillas. el rectangulo por e jemplo.

A 3 8

Figure 1 o
Daremos dos construcciones que servirdn para resolver nuestro
problema. .
La primer construccién es similar a la construccién de Ja media
proporcional entre dos segmentos.
Llamemos ABCD al rectingulo. Sean a y b las longitudes de los
lados del rectdngulo, siendo a 1la longitud del lado mavor y b la
del menor. . -
1 Prolonguemos uno de los lados del rectangulo, por ejemplo el
lado AD v sobre esta recta marquemos con el compés la longitud
del lado AB, fijsndolo en el vértice D del recléngulo, llamemos
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B’ al punto que cumple que AB’ = a + b,

2 Tracemos un semicirculo de radio a_;g_ y con centro el punto

wedio del segmento AB’. : -
3 Prolonguemos el lado o° del rectangulo hasta que corte al
semicirculo y llamemos E al punto  de interseccién del lado
- prolongado y el semicirculo.
4 Unamos los puntos A y l’ con el punto E.
Hemos construido dos t.r.lingulos recténgulos vy se.e.)ant.es a
saber los trxingulos EDPB’ oy ADE.

8 ) sz

Por tanto sus ladoé se encuentran en la proporcién -5— - —;L es

decir, ab = x* v esta es el érea del rectingulo, por tanto, hemos
encontrado el lado del cuadrado que Liene por sdrea la del

rectangulo dado.

Veamos ahora la segunda construccidn que nos servirs también para

N
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dar otros resultados. »

1 Prolonguemos el lado AD del rectdngulo y sobre esta recta
marquemos con el compés la longitud a, fijéndolo en el vértice A
del recténgulo. Llamemos AB’ al segwento asi construido.

2 Trecemos un semicirculo con centro en el punto medio del
segmento AB’ y radio —3— . !

3 Prolonguemos el lado CD del x:ectihgulo hesta que corte al
semicirculo en un punto, al cual llamaremos E.

4 Trecemos .los segmentos AE y EB’ de longitudes x, v vy
respectivamente. '

Figwre 3

Los tridngulos AB’E v AED son semejantes pues el tridngulo AB’E es
un tridngulo recténgulo “inscrito” en un semicirculo (la
demostracién de esto la vimos en el capitulo uno), por lo que
tenemos las siguientes relaciones:
~AB. _ _EA

. » EA AD
Como las longitudes de los lados de los tridngulos son;
AB’ = a, AD = by EA = x, entonces tenemos que:
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. .5
. x = b
Despe jando x de esta ecuacion, tenemos que
ab = x* 7 ¢D)

Y por tanto vya tenenos el lado del cuadrado buscado. Tenemos el
siguiente cuadrado.

Fipro 4

De esta construccion podemos concluir cosas interesantes, por
e jémplo: :
Los tridngulos ADE v EDB’ si sus lados miden AB’ = a. EB’ = y 'y

B’D = c , entonces tenemos la relacién:

- _ Y

' c
Despejendo a y de la ecuacién anterior, Lenemos que

ac = y2 | (2) )
De las relaciones (1) y (2) tenemos que:
x> +y'mabtacmalb+c)ma(a)es a?

Con lo que tenemos un inportante resultado de Geowmetria, conocide
como el Teorema de Pildgoras que se enuncia enseguida; '
EL CUADRADO CONSTRUIDO SOBRE LA HIPOTENUSA DE UN TRIANGULO, ES
EQUIVALENTE A LA SUMA DE LOS CUADRADOS CONSTRUIDOS SOBRE LOS
CATETOS. ’
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x2

Figwo 8§

Asi pues, shora que ya sabemos cuadrar rectdngulos, pregunt.émonos
si podemos hacer lo equivalente con un tridngulo; es decir,
tratemos de encontrar la cuadratura del tridngulo.

Consideremos un tridngulo ABC.

Figre 6

Const.ruyamos un recténgulo de tal modo que uno de sus lados sea el
lado de wmayor del tridngulo v el otro sea la altura:
correspondiente. :
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A

8 A 7

Figwo 7 - Fligwe8 e

El rectdngulo asi constn:i;ido tiene el doble del érea del iridéngulo
dado. éPor qué? Vea-gb. si trasamos la altura correspondiente al -
lado AB del tridngulo de la ‘l‘.i.gura 8 "se ve" que los Lridngulos en
los que. queda dividido el tridngulo ABC s6lo ocupan la mitad del
drea total del rectdngulo.  Esto, aunque no lo demuestra, deja ver
por qué la férmula para encontrar el. érea de un iLrisangulo es tomar
el area del rectdngulo vy dividirla entre dos.

4
Figuro 9
Vamos ahora a er&r que efectivamente el area del
tridngulo es la mitad del drea del rectdngulo:

'Llamemos ABDE al rectingulo de la figura 8 v F al punto

donde la altura del tridnguloc corta al lado AR del
rectangulo. Fijémonos primero en los tridngulos AFC vy
CEA, éstos tLienen un lado comin y los dos lados
correspondientes iguales, por lo que son triéngulos

‘congruentes y entonces tienen la misma srea. Como las

dreas de los tridngulos son iguales y la suma de ellas
es el srea del reclingulo, entonces el drea de cada
tridngulo és la mitad del drea del rectéingulo. Lo mismo
ocurre con los tridngulos CFB y el BDC.De aqui concluimos
que el drea del tridngulo ABC es la mitad del drea del
recténgulo ABDE. o -
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Y por tanto el &drea de un tridngulo la encontramos dividiendo
entre dos el 4rea del rectdngulo que tiene por base un lado del
tridngulo y por altura, la altura correspondiente a ese lado. Asi,
el problema de cuadrar un tridngulo se reduce al problema de
cuadrar un rectdngulo.

Sigamos con nuestra construccidn. .

Usando un recténgulo que tenga la misma 4drea que el tridngulo
podremos construir el cuadrado equivalente al tridngulo ABC
utiligando la construccién anterior. :

[3

Figwro 10

Hagamos lo mismo pero ahora con poligonos convexos cualesquiera.
Consideremos un poligono convexo arbitrario.

Figure 11

Tracemos diagonales desde un vértice cualquiera del poligono hacia
los demés vértices (excepto los adyvacentes); de este modo, el

poligono queda dividido en tridngulos ajenos. (Si el poligono no
fuera convexo tal vez searia un poco complicado el dividirlo en
tridngulos ajenos, aunque es posible hacerlo).
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Figwre 12

Con cada tridngulo podemos construir un rectdngulo, como lo
hicimos antes, v asi construir los cuadrados correspohdiéntes.
Tendremos pués. tantos cuadrados como triangulos ajenos haya.

Sin embargo no habremos encont.rado un iunico cuadrado cuva sdrea sea
la del poligono original. Lo que habremos conseguido es un
conjunto de cuadrados cuvas‘ dreas, al ser sumadas, nos dan el &rea
del poligono. Asi pues, ahora nuestro problema consiste en
construir umn solo cuadradoc cuya sdrea sea la misma que la idel
poligono dado. .

Hagamos . un ejemplo mds sencillo, con un poligono que podamos
dividir en sélo dos tridéngulos.

Figwra I3

1 Tracemos la diagonal qué divide al poligono en dos tiia’ngulos.
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‘Flguwro 14

2 vconstruyanos los rectdngulos correspondientes para cada
tridngulo. )

Figwra 15

3 Cuadremos estos recténgulos.

Figuro 16

Ahora nuestro problema es encontrar un cuadradc cuva drea sea la
suma de las dreas de los cuadrados obtenidos previamente.
Sean x, v vy los lados de los cuadrados.
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Figwa 17

Si construimos un tridngulo recténgulo cuyos catetos tengan
longitudes x , vy, por el Teorema de Pitdgoras tenemos la figura
18. ' ‘

Como el én‘gulo es recto y conocemos los catetos, el tridngulo que
podenos construir es dunico. (La demostracion se hizo en el
capitulo 1). .

Asi, el cuadrado construido sobre la hipotenusa del trisngulo
tendré por érea la suma de los cuadrados construidos sobre cada
cateto, con lo que queda resuelto nuestro problema.

Ahora bien, si al triangular el poligono obtenemos mdés de dos
tridngulos, repetimos el procedimiento anterior tantas veces como
sea hecesario y de este modo obtenemos un tnico cuadrado cuya nreav,
es precisamente el area del poligono original. ’
El problema de encontrar el drea de figuras planas de lados no
rectos no se resuelve en este capitulo pues se requiere de
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herramienta que no trataremos en este curso. Uno de los tres
pi-oblemas griegos trata precisamente de encontrar, con regla vy
compas, el 4érea dél circulo. Este problema es conocido como el
problema de la cuadratura del circulo;

Como un circulo de radio r tiene &rea nr’ el problema de
construir un cuadrado de drea igual a la de un circulo de radio

unidad, equivale a la construccién de un segmento de longitud
lado del cuadrado pedido. Este segmento serdé construible si y sélo
8i, el nimero n es construible con regla y compés. pero va en el
capitulo 1 dijimos que este nimero no podfa ser construido Yy por
tantoc no podemos construir el cuadrado pedido haciendo uso
solamente de le regla y el compés. El problema de la cuadratura
del circulo es, pues, irresoluble de esie modo.

Si se desea ver la demostracion de esto se pueden consultar (8)
pag. 79 vy (5) pag. 152.
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CAPITVLO 3.
EL PENTAGONO REGULAR.

Si tenemos un pentdgono regular sabemos que sus cinco lados
tienen la misma longitud, digamos i, v sus cinco diagonales tienen
también una misma longitud, digamos d; entonces tenemos la

razén % ' llamemos ¢ a ‘esta razon.

(Nct.ese que en el pentdgono de la figura 1 los tridngulos ABD vy
BGA son seme jantes e isdsceles de donde el lado GA del triangulo
BGA mide ! y notese Lambién que los triangulos ABC y CGB también

Son semejantes e isGsceles de donde —lL = d'ﬁ . - Se deja .al

lector verificar los detalles). .
Supongamos que ! = 1 y veamos cuanto mide d. Tomemos la relacién

B~ e S

1 d -1
para  encontrar la longitud buscada.
De la igualdad anterior se tjene que d (d - 1) = 1, ésto es,
dz—d-1.Por1ot.ant.o.d’—d-1-o (¢}
Asi obtenemos una ecuacicn de segundo grado que podemos resolver
con la formula general para la resolucién de ecuaciones de segundo
grado de la forma:

ax® + bx + c = 0,

+
x m —2.= ¥b? + gac

2a -

Dicha férmula es;

(m),

En este caso particular tenemos:
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de-l:*/15g 1175

2 2 v
como estamos tomando dis_-t,ancias Y Ppor convencion éstas @ se
consideran positivas, 8610 tomaremos + 5 ya que si tomamos -5
obtenemos una d negativa, pues v 5 eg mayor que uno.

As{, d= -—1—15155:
Este nimero es llamado LA RAZON DORADA O PROPORCION DIVINA.

Nuestro interés en este capitulo es resolver el siguiente
PROBLEMA:

Construir con regla Yy compds un pentdgono regular.

Para ello sera necesario saber resolver una ecuacicn de segundon
grado con regla vy compas, (en particular Ja ecuacion  que
resolvimos al principio cuando Lomamos el lado del pentigono de
longitud uno) por lo que abordaremos aqui el problema de resolver
ecuaciones de segundo grado con regla y compas. Si a d le llamamos
% la ecuacién (1) la podemos reescribir como:

¥ - x ~1m0 (&3]
es decir, x (x - 1) -t = @ eslo es, X (x -~ 1) = {1 eptonces

x 1

1 X -1
Resolver esta ecuacidn con regla y compés equivale a enconlLrar la
media proporcional entre los segmentos x y x = 1; como lo hicimos
para dos segmentos a v b en el capitulo 1.
1 Trazamos un segwento de longitud a + b. Llamamos AD al segment.o
de longitud a.
2 Por el punto D Lrazamos una perpendicular al segmento AB.

3 Trazamos un semicirculo de radio ‘L;—L Y con centro en el

punto medio del segmento AB. Sea C el punto de interseccién del
semicirculo con la perpendicular.
¢ Unimos los puntos A y B con el punto C. . .
El tridngulo asf construido es rectdngulo v los tridngulos ADC \ 4
DBC son sewe jantes. Por lo tanto,
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Primero vamos a suponer que conocemos la longitud x, y trataremos

de encontrar la media proporcional entre x y x - 1,

1 Tomemos un segmento AB de longitud x + (x = 1) = 2x - 1.

2 Tomemos un punto D sobre AB tal que AD mida x

3 Tracemos ! perpendicular a AB que pase por D.

¢ Tomemos el punto medio del éeg-ento AB y llamémosle O.

5 Tracemos un semicirculo con centro 0 vy radio AO. Sea F el riunt.o
de interseccicon de ! con el aouucirculo

Figwo 2

El tridngulo ADF es semejanie’ al tridngulo FDB
AD__ _FD

de’aqui "D " BB
sustLituvendo ; = x_z_f donde y = FD.

SabenosqueAO-—ﬁi—l--x-'%—-OB

luego.oo-Ab-Ao‘-x-cx-—éL>-—12—-

Si nos fijemos en el tridngulo (recténgulo) ODF v usamos el

Teorema de Pitdgoras tenemos O0D? + DF? = OF® sust.ituyendo

2 .
(é—-—] + DF* = [x = %J’ pues OF = A0 (por ser radios

del mismo semicirculo).
Despe jando tenemos que

P-Vg(z-x-'/—i- = 1 por la ecuacién (2)

Esto, lo ‘hicimos suponiendo que conociamos la longitud x, ahora
vamos a hacerlo al revés, es decir, tratando de construir X con

regla v compds, sabiendo que la media proporcional es uno.

1 Tracemos una recta !. Sobre ella tracemos un punto C que sera
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nuestro origen.
2 Tomemos un punto D en | de modo que CP mida uno.
3 Construyamos una recta m perpendicular a ! que pasa por D.
4 Tomemos un punto F en m tal que DF mida uno.
5 Tomemos el punto medio del segmento CP al que llamaremos O.
6 Tracemos un semicirculo con centro 0 y radio la distancia OF.
Seen A vy B los puntos de interseccién del semicirculo con L.

De estLa manera hemos obtenido x que es la longitud. del segmwento
AD. '

Si nos fijemos en el tridngulo recténgulo ODF, podemos conocer la
magnitud de OF, veamos
OF* = 0D* + DF?

. sustituyendo

. - —
or’-‘*i i

por lo tanto

oF =72~y A0 = OF

por ser ambos radios del mismo circulo.

Asfi que

An-Ao+00-'—2"L+1T-—*—;2£-x.

Que es la razén dorada.
Si usamos la férmula (*) ge tiene que las unicas ‘soluciones son
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1+ v5 1 - S
X1 = Yy

3 X2 = .- 5
Esto es, con regla y compés obtenemos sélo una solucién, la
positiva.
Hemos dado solucién con regla y compds a una ecuacién de segundo

grado; 4qué otras ecuaciones podemos resolver usando  estas
herramientas? |
Veamos la siguiente ecuaaidn:
x> ~bx -c=0 3>
esla ecuacién se puede reescribir de la f'orma;
_ x> ~bx - (/e > =p
asi la ecuacidn es de la forma

: 2
X (x = b) =+ ¢

despe jando tenemos

bt - 14 C
Y ¢ x =~ b

(suponiendo que x - b # 0 y ¢ esLrictamente positive).

En esle caso Lenemos que la media proporcional es ¥ ¢ . Entonces
podemos preguntarnos cudnto mide x.

Tenemos wna ecuacién parecida a la anterior, por lo que para
resolverla con regla y compis usamos la misma construccion que
antes. -
1 Tracemos una recta l. Sobre ella Lracemos un punto €. gue sera
nuestro origen. .

Tomemos un punto D en ! de modo que CDP mida b.

Construvamos una recta m perpendicular a ! que pasa por D.

Tomemos un punto F en m tal que DF wmida v ¢ .
Tomemos el punto medio del segmento CD al que llamaremos 0.
Tracemos un semicirculo con centro en 0 v radio la distancia

o U~ W N

OF. Sean A v B los puntos de interseccidn del semicirculo con .
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Consideremos el triangulo rectdngulo ODF. Por el Teorema de
Pitagoras
OF* = 0D* + DF?
Y por construccidn
' CO = OD =
Asi, se tiene que

2 '2 2 2
or’-—f—+(»’c) -—f—-'«c- = yamm

Y b% + 4
OF = 2

Como OF vy A0 son radios del mismo semicix-cu'lc» tienen la misma
longitud entonces '

ol

Es decir,

. 2 2
AD-AO“'OD-OP*OD-'—'?—;—‘-C—+% b+ g + 4o

Usando la férmula (%) se tiene que

b+ Y b2 + 4c

X = 2

es una de las soluciones de la ecuacién (3). De esta forma hemos
resuelto con regla y compds tal ecuacidn.
Observemos que AC = AD = CD = x - b = DB,
Para la ecuacién
' ¥ 4+ bx -~ c=0 W
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la construccién de una de sus soluciones es andloga a la dada para
la ecuacién (3>, como se versd a continuacidn.

: 2
Como 4t bx—cmxx+b)-Vc)
De la ecuacién (4) se tien® que

x (x + b) = (Y ¢ )%
De donde '

X Y_¢ -

Ye x +b

{(suponiendo que x + b # 0 y ¢ estrictamente positivo).

Por lo anterior ¥ ¢ es la media proporcional entre x y x + b.
Construvamos con regla y compsas a x. _

1 Tracemos una reclLa !. Sobre ella consideremos un punto C que
serd nuevamente nuesiro origen.

Consideremos un punto D sobre la recta tal que CD mida b.
Construyamos una recta m perpendicular a i gue pase por D.

Tomemos. un punto F en m tal que el segmento DF mida ¥ ¢
Tomemos el punto medio del segmento CD al que llamaremos 0.

N+ WN

Tracemos un semicirculo con centro 0 y radio la distancia OF.
Sean A v B los puntos de interseccidn del semicirculo con L.

e

x c o 0 8

Figwe 5
- Consideremos el tridngulo rectdngulo ODF. Por el Teorema de
Pitdgoras,

OF2 = 0D + DF?
Y por comstruccién
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CoO = 0D -¥..T§—..

Asi, se tiené que

. ! 2 2 2 : 2. :

OF = b + [/'_"c] - b + ¢ = b +4c.
4 _ 1 o 4

Es decir,

b% + 4c

OF = ’ 3
Pero
OF = A= AC + (0 = AC +v—§~
Por Jo tanto
S b? + 4¢ -4 Y B s de
-l g -
AC = 2 - 2 2 :

Es facil verificar que

b + ¥ 17 4+ 4c

2

N =

es una de las soluciones de:lavecuaqién €4), De esta forma
resuell.o con regla y compds tal ecuacidn.
Observemos que ‘ v" '

‘ AC = AD - CD .
de donde v
: AD = AC + CD = x + b.
Para la ecuacidn _ '
xX* - bx + c=0 5>
Como o ‘

x! = bx + c=x (x=b+
De la ecuacion (5) se tiene que

X (x = b) m = (¥ ¢ H?
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De donde
> ='__-/c
Jo | x-b

es decir,

{(suponiendo que b =x 2.0 y ¢ estrictamente positivo).

Por lo anterior v ¢ es la media proporcional de x vy b = x.

Construvamos con regla y compas a x.

1

Tracemus una rectia t.. Sobre ella tracemos un segmenio AB. de

longitud b, Llamemos 0 al punto medio del segmento.

15

Tracemns - un's.e.miv(:irc:u]o con centro 0 v radio SN
Tracemos upa . recta .perpeﬁdicular a o quée no corte al
semicirculo, sobie ella tracemos la distancia ¥ ¢ llamemos. H
al punto de interseccion de 1y m , 'sea T el punto que cumple
que Hl = VAR ’

Tracemos una recta n paralela a la recta .1, de f.al manera que la

rect.a » pase por &}l punto I.

Tenemos Lres casos;

I> Que la recta n inlersecle al semicirculo en dos puntos (6 y ),

es decir, que la longitud del radio del semicirculo sea mayor

'qué Ve . esto es, ' -
-/
n
1 6 F "
L
: 1
H A ¢ ‘0 D
'
Figura 6

83



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

Tracemos una recta perpendicular a . que pase por F y llamemos D
al punto de interseccién ‘de ésta con el segmento AB. También
consideremos una reclta perpendicular a I que pase por G. Llamemos
C al punto de interseccidén entre ambas rectas.
Consideremos el tridngulo rectdngulo ODF. Por el Teorema de
Pitdgoras, .
OF? = 0D? + DF?
entonces

OD* = OF? - DF? .
Dado que

OF = A0 = =~ y pF = ¥,
t.enemos que

2 .2 2
ODZ- fl-(/c_)z-t_c.b 4

4 4
de donde
ob = VB2 - 4
2
Como
AD = AC + CO = AC + OD .
Entonces
P . aC + b? - 4c
2 2 *
por lo tanto
b b%2 - ac b - ¥ b2 - 4c¢
AC = 5= - 2 - 2

No es dificil verificar que

“_b- b? - ac
X1 3

es una de las soluciones de la ecuacién (5).
Para hallar la otra solucién consideremos el segmento AD. Por
construccion AD = A0 + OD . Por lo que
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AD = 2 o YBZ —dc '*;_ ’_-

Si tomamos a x2 coms este tltimo maero, se tiene que x:2 sat.isface
1a ecunacion (55, i

Asi, hemhs construido las dos soluciones posibles de la ecuacién
€3 con- regla ¥ compés.

II> Que la interseccion, de la recta n con el micimlo sea un
solo wnt«o al que denotaremos por F.
Tracemos el sepento OF que es permdicular a la rocta L.

Por— oons‘}.rucqién AQ = '%' =7c Si tomamos .'

este valor satisface la ecuacion (5). En este caso obteneuos una
inica solucion para (5;. :

Figwe 7

IID Que la interseccion de la recl.a n con el ’e-u:iralo sea
vacl‘-
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LY
n
L4
Y 4
M A [ ]
Figura 8
En este caso -g— <7Yc . Por lo tanto, no hay solucién, va que
B -4c <O
y por ello no es posible sacar raiz cuadrada.
Finalmente, consideremos la ecuacidn
X2 +bx+c=0 >
Como xZ+bx+cmxix+b)+ e O,
entonces x (x *+ b= = (V¢ H?

Por lo tanto,

—x o _ Ve

'/-: x + b
Es decir, % = <
Y c -x=b

Esta ecuacién no se puede resolver usando el método anterior, va
que la construccién se haria en un segment.o de longitud
x *+ (-x - b) = -b , y hemos considerado que b y c son niumeros
positivos entonces seria necesario un segmento de longitud
negativa, lo cual imposibilita la construccidn.

Con la fdérmula (%) obtenemos dos soluciones, que son las mismas
que las de la ecuacidén (5) pero con signo contrario.

Hasta aqui hemos dado solucién a todas las ecuaciones de segundo

#reado donde el coeficiente de x*> es uno. Si tuviéramos la ecuacidn
ax2 ¢+ bx + ¢ =0
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lo que harfamos .para darle solucién seria dividir simplemente

entre el coeficiente de x° toda la ecuacidn, obteniendo

x>+ % X +—§-— = 0

y las construcciones se harian de manera semejante.

Ahora podemos construir el pentdgono regular. ‘

1 Tracemos una recta l. Sobre ella consideremos los puntos A vy B,
de modo que el segmento AB mida uno.

2 Con centro en A tracemos dos semicirculos, el primero de radio
uno y el segundo de radio x (la razén dorada).

3 Con centro en B tracemos dos arcos, el primero de radio uno tal
que corte. al semiéirculo de radio -x ; ¢l segundo de radio x (la
razén dorada), Lal que corte al semicirculo de radio "uno.
Llamemos € al punto de interseccidn del semicirculo de radio  x
con e)l arco de radio uno, y E al punto de interseccion del
semicirculo de radio uno v ¢l arco de radio x.

4 Con centro en C Lracemos un arce de radio uno Lal que corte al
semicirculo de radio x. llamemos D al punto deonde se cortan

este arco v el semicirculo de radio uno.

A 8

Figuwa 9
Veamos que efectivamenle el pentdgono asi construido es regular.
Para ello debemos ver que Lodos sus lados miden lJo mismo y que sus
angulos también.
Los Lria’ng\i_los ABC v BAE son congruentes e isdsceles, por
construccion sus lados correspondientes son iguales (entonces los
angulos BAC, ACB, ABE. BEA miden lo mismo, digamos a.
Tracemos las alturas de ambos tridngulos correspondientes al lado
AB (que es comin), llamemos RE a la altura del tridngulo BAE vy SC
a la altura del triangulo ABC.
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Y S
L ] Sy

A [
Figes 10

Tracemos el segmento CE. éste es paralelo a la recta 1, pues las
distancias RE v SC son iguales (son alturas de triangulos
congruentes). Por construccion todos los lados del pentagono miden
uno, por lo que sélo falt.a demostrar qﬁe los cinco angulos miden
todos. lo mismo. Entonces podemos preguntarnos si el triangule CDE
es congruente a los tridngulos ABC v BAE: de ser asi, el angulo
EDC medira lo mismo que los angulos EAB v CBA. Como los lados CD Y
DE del triangulo CDE, ambos miden unc, falta entonces demost.rar
que el lado EC mide x (la razdn dorada) Y enlonces sera congruente
a los triangulos antes mencionados.
Llamemos F al punto donde se intersectan los segméntos CA v EB.
Los triangulos ABC vy BFA son seme jantes, pues sus  angulos
correspondientes son iguales. Siendo su razon de proporcionalidad
Rl

Si llamamos y a la magnitud del segmento BF tendremos gue

. SRR

1 y °
vy de la ecuacion (2) tenemos la relacion

Ton&mos la raiz positiva para esta ecuacioén, por lo que podemos
agsegurar que vy = x - 1 y por tanto el segmento CF mide uno <¢CaA
mide x).

Entonces los tridngulos se encuentran en proporcion la razodn
dorada.

Los tridngulos BFA y EFC son seme jant.es pues;
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i El segmento AB es paralelo al segmento CE.
ii El dngulo BAF es igual al dngulo ECF por ser alternos internos

(miden o). ‘
iii El dpgulo FBA es igual al fpgulo FEC por ser alternos internos
(miden o). .
iv El dngulo AFB es igual al déngulo CFE por ser opuestos por el
© vértice, ” '
. Entonces su razon de propqrcionalidad es
SE _ _EF
AB BF

si llamamos z a la longitud del segmwento CE tenemos la relacion

= 1

S

L
L

™

% 1

podemos asegurar nuevamente que z = x (va que z es positiva y x es

la raiz positiva de la ecuacidén 2 ) v por lo tanto el segment.o CE

mide x (la razon dorada). Si ahora nos fijamos en el triangulio ECP

tenemos que es congruenite a los triangulos ABC y BAE pues  sus

lados correspondientes son iguales. por tanto el angule EDC es

igual al angulo EAB.

Hasta aqui hemos demostrado que el pentigono tiene tres angulos

iguales, falta por demostrar que los angulos DCB y AED tambieén son

iguales a los tres anteriores. ' ‘

i El dngulo DCB mide 3a. pues es la suma de los angulos BAC., ECF
v BCE v cada uno de ellos mide a.

ii El angulo AED también mide 34, pues es la suma de los angulos
AEB. FEC v CED y cada uno de ellos mide a.

Habrd entonces que demostrar que los dngulos CBA, BAE y EBC

Lambi€n miden 3a. :

Fijémonos en el trisngulo ACE, este tridngulo es isdsceles pues

sus lados CE y AC miden ambos x, por lo que los angulos CAE y AEC

son iguales. Sabemos que el angulo AEC es la suma de los angulos

AEB v FEC y cada uno de ellos mide o, por lo que el angulo AEC

mide 2a v por tanto el angulo CAE también mide 2a.
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De lo anterior se deduce que el dngulo BAE mide 3a (es la suma de.
los dngulos BAC y CAE), como el éngulo BAE es igual al sdngulo CBA
entonces el dngulo CBA también mide 3a; pero el angulo EEC también
es igual al dngulo CBA, por lo tanto también mide 3a.

De todo lo anterior podemos decir que cada uno de los lados del
pentdgono mide uno y cada uno de los‘éngulbs mide 34, por lo tanto
el pentdgono construido es regular. ,

Todos los tridngulos que se pueden trazar son isdsceles. Arriba
demostramos que los tridéngulos formados porv dos lados del
pentagonc v una diagonal son congruentes. Claramente los tridéngulos
formados por dos diagonales v un lado son congruentes entre si. Se
deja al. lector verifique lo anterior. ‘

Construvamos un rectangulo tal que sus lados se encuentren en la
razon ¢, si construimos un cuadrado de lado !. obLenemos dos
rectdngulos gue son semejantes v se encuentran relacionados en la
razdn dorada, esto es, tenemos que la relacién entre sus lados es;

AC ch
cb * "DE

como AC = d, CD =t vy DE = d - ! entonces tenemos que

d l

- e —

! d -1

luego. podemos construir ahora un cuadrado de lado d - 1 (dentyo
del rectdngulo FCDE) v tenemos dos rectangulos semejantes también
v por tanto la razdn de proporcionalidad entre sus lados es
nuevamente - la razon dorada, asi, podemos construir un nuevo
cuadrado de lado 2t -~ d (dentro del rectangulo GDEN) vy estos
rectangulos también son semejantes, su razén de proporcionalided
es también la razén dorada. Si con nuestra regla y compas
pudiéramos seguir construyendo cuadrados dentro del rectangulo que
nos va quedando de la vez anterior, obtendriamos cada vez
rectingulos semejantes con rezén de proporcionalidad la razoén
dorada. Es por esto, que a este rectdngulo se le llamea el
rectdngulo dorado.
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XOO0( INTERNATIONALE
MATHEMATIK-OLYMPIADE
13.-24. Juli 1989 '
Bundesrepublik Deutschiand
Braunschweig- Niedersachsen

Problemas de Ta XXX 0}impiada Internacional de Matemticas’
VERSION EN ESPANOL 18 DE JULIO OE 1989

PRIMER DIA

1.- Demuyestre que el conjunto {1,2,... .1989} puede expresar-
se como la unidn de subconjuntos disjuatos A, , (i= 1,2,...,117)
tales que:
i) cada A; tiene 17 elementos .
ii). la suma de los elementos de cada A; es la misma, para
i21,2,...,117.

. 2.- Sea ABC un tridngulo acutdngulo. La bisectriz del angulo A
corta al circuncirculo de ABC en A, .Se definen los puntos B, y
C, de forma andloga.Sea Ao el punto de interseccibn de AA, con
las bisectrices de los angulos exteriores en B8 y C. Se definen
Bo y C0 de forma andloga.Demuestre que :

a) &rea del tridngulo AOBOCo = 2 x drea del hexagono AC1BA'CB1
b) areavdel tridngulo AOBOCO 3 4 x &rea del tridngulo ABC.

3.-. Sean. n y k enteros estrictamente positivos. Sea S un con-
junto con n puntos de un plano, tal que :
i) no hay tres puntos en S que estén en una misma recta
ti) para todo punto P de S existen al menos k puntos en S
los cuales estdn a la misma distancia de P.

Demyestre que :
R < % + VZn

TIEMPO: & % horas.

CADA PROBLEMA VALE 7 PUNTOS
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YOOK INTERNATIONALE
MATHEMATIK-OLYMPIADE
13.-24. Juli 1989

Bundesrepublik Deutschland
Braunschweig - Niedersachsen

VERSION EN ESPAROL 19 DE JULlO DE 1989

SEGUNDO DIA

4.- Sea ABCD un cuadrildtero convexo, tal que :

..t)los lados AB, AD y BC verifican AB = AD + BC
fi)existe un punto P en el interior de ABCD a distancia h
de la recta CD , tal que AP = h + AD y BP = h + BC.
Demuestre que: '

I B
vh VKD VBT
5.- Demuestre que para cada entero estrictamente positivo n

existen n enteros estrictamente positivos y consecutivos, “tales
que ninguno de ellos es potencia entera de un nlUmero primo.

6.- Una permutacidn (.x' 1Xp seee 2Xpo ) del conjunto

{1.2. - .Zn} , con n entero positivo, tiene la propiedad

P st Ixi = Xy,q| =0 para al menos un i en fr.2, ... .2»-1}
Demuestre que para cada n, hay mds permutaciones con la pro-
piedad P que sin ella.

-

TIEMPO: 4 % horas.

CADA PROBLEMA YALE 7 PUNTOS
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EL TRANSITO ENERGETICO Y‘LA SEGURIDAD AMBIENTAL Y MUNDIAL
Por Marco Antonio Martfinez Negrete*.

INTRODUCCICN

-E1l mundo entero corre el peligro de ver dislocadas la condi-
ciones de sobrevivencia de la especie humana, al menos por dos ra
zones: la contaminacién ambiental y la guerra.

El deterioro ecolégice - y la ruptura de las relaciones socia
les, est&n interrelacionados. ‘ '

Pero no son los dos Gnicos factoresque estin conectados, pues
vivimos en un mundo camplejo, en donde varios de ellos se relacio-
nan con otros varios, y todos entre sf, sea para explicar cierta
armonia relativa, o el peligro de disfuncién global del acosistema
y sociedad mundiales.

Mostraré en loque sigue una posible conexién entre la contami
nacifn ambiental y la guerra, a través del dilema energético que
se expresa en la imperiosa necesidad de transitar lo mis pronto po
sible de las fuentes agotables de energia hacia las fuentes inago-
tables.

AGOTABILIDAD [E RECURSOS Y VIOLENCIA

Por un lado ei uso continuado de fuentes agotables de energia
(hidrocarburos, carbén y uranio) amenaza a futuro la seguridad mm
dial al intesificarse la violencia entre nacicnes e individuos, por
la-perspectiva de la terminacién de los recuros energéticos de los
cuales se depende globalmente en més del 80% para el abasto.

* Facultad de Ciencias de la UNAM.
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En wn mundo pertrechado de armas de toda indole, convenciona-
les, quimlcas, biolégicas y nucleares, la lucha por los Gltimos re
cursos agotables puede signififar el final violento de la civiliza
cién, tal cual la conocemos. '

RECURSCS AGOTABIES Y CONTAMINACION

Por otrd lado la quema de hidrocarburos y carbén, y la fisién
del uranio, liberan residuos pemiciosos que se manifiestan a esca
la global en el.medio ambiente y en la salud de todos los seres vi
vos.

El efecto invernadero, la lluvia &cida, las mutaciones genéti
cas' y las enfermedades causadas por la radiactividad escapada de -
instalaciones nucleares (en operacitn "normal" o durante acciden-
res) son una realidad hoy en dfa, que de no detenerse significan -
la oportunidad irreversible del rompimiento de las condiciones es-
tables de la bibsfera.

RECURSOS INAGOTABLES, PAZ Y MEDIO AMBIENTE LIMPIQ

En estas circunstancias el uso generalizado de energéticos -
inagotables (energia solar directa e indirecta, y la geotermia)
ofrece una perspectiva de seguridad mumndial permanente en sus dos
vertientes: la abiental y la social.

Al sustentarse el mundo local, regional y nacionalmente con
fuentes inagotables de energia, se evita en gra medida la lucha
por los Gltimos residucs agotables, en extincifn. Se garantiza
asi la desaparicién de una causa importante de conflictos mundia-
les. o ‘

9t
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Al recurrir al empleo primero de la fuente solar, sea en forma
directa (electricidad fotovoltaica, concentradores, calentadores, -
bicmasa, viento, olas, gradientes térmicos marinocs, mmas, ete.),
se esti evitando el problema irresoluble de los residuos que dejan
los hidrocarburos, el carbén y el dranio.

RECURSOS Y DEMOCRACIA

Por otra parte, y por su naturaleza descentralizada, los recur
sos inagotables solares son compatibles en su tecnificacién local,
que al ser congruente y coadyuvante de la descentralizacién econfmi.
ca y politica, lo son también de una mayor estabilidad social.

Hasta donde puede verse, la centralizacién polftica y econémi-
ca se basa y requiere del uso centralizado (cada vez m&s) de recur-
sos energéticos altamente concentrados (que como solucién f£icil y
cémoda se traduce en la explotacién intensiva de los recursos agota
bles, y atn de los renovables); y a la inversa, el empleo generali-
2ado Intensivo de los recursos agotables coadyuva a la centraliza-
cién econfmica y politica entre naciones, al nivel nﬁmdial, y por
tanto a la alimentacién de conflictos en toda escala.

MAS ALLA LEL USO ENERGETICO DE LOS RECURSOCS: CAMBICS TEONCLO-
GICOS ESTRUCTURALES

Afn mis, la dicotomfa RECURSOS AGOTABLES VS. RECURSCS INAGOTA
- BLES, trasciende la dimensién energética de la sequridad ambiental
y social, puesto que los recursos de hidrocarburos, carbén y (en -
mucho menor medida) uranéo no sdlo se emplean como energéticos, si
no en otras ramas de la actividad social: los hidrocarburcs y el -

carbdn, por ejemplo con materias primas en la elabdrécién de innume
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rables derivados (fertilizantes, proteinas, plasticos, etc.).

Ia ‘aplicacién intensiva de los recursos agotables en otras -
ramas que no son la energética, como en la agricultura, conllevan
deterioro ambiental y para la salud, que apenas hace unas dcadas
atpezamn a ser reconocidos en su peligrocidad, cuando al princi- ..
pio sblo se consideraban "los aspectos positivos de su uso.

Por lo contrario la agricultura orgénica basada en recursos
inagotables (que prescinde de fertilizantes quimicos, pesticidas
y herbicidas, generalimente cancerigenos) es una alternativa real
a la manera tradicional de enfrentar la producciénde alimentos. -
Varios paises europeos han adaptado recientemente los métodos de
la agricultura organica como base del sustento alimentario.

El control biolégico de plagas, y el uso del abono orgénico
(ambos recursos inagotables y descentralizados) se entienden salu-
dablemente, alin en la opcifén centralizada de la actividad agrico-
1a.

En canbio el uso masivo de fertilizantes quimicos, por citar
un caso, transprota el futuro el mismo prablema que la generacién
de energéticos conhidrocarburos, carbén y uranio: el aumento de la
violencia social por la perspectiva de su agotamiento.

Debe tomarse en cuenta que una agficultura dependiente de los
carbustibles fésiles modifica el acosistema en todas sus partes, -
1o que da camwo resultado la adiccién a ellos en forma parecida a
camo un drogadicto depende de las drogas para su contento temporal.
Pero el punto de llegada de largo plazo es la destruccifn de la ar

monfa de ecosistemas y personas.
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DISYUNTIVA Y CAMINO CORRECTO HACIA IA SEGURIDAD

La sustentabilidad del mundo al largo plazo, Yy su seguridad
ambiental y social, demandan inavitablemente el transito de las
fuentes agotables y centralizadas de energia, hacia las fuentes
decentralizadas e :i.nagotables;

Desde hace décadas se sabe que la disyuntiva asi planteada
es la correcta, si queremos llegar a sociedades en paz y en armo
nia con sus ecosistemas.

La estabilidad mundial no se consigue extrapolando el pasa-
do hacia el futuro, ni aceptando que cualquier t&cnica que se des
cubre es en si misma buena. Por ello no tiene sentido proyectar
al futuro la explotacién continuada y acelerada de los recursos -
agotables, suponiendo que de este modo todo individuo y nacién
tendrd seguridad y ambiente limpio. Por lo mismo es miy peligro-
SO aceptar que cualquier técnica, camo la nuclear, representa una
solucién sblo porque contribuye sin m&s al abasto eléctrico, sin
ver las limitantes de su empleo. '

EL TRANSITO, UNA OPCION PAFA LUCHAR

Afortunadamente el trénsito de los recursos agotables a los
inagotables es mis una cuestién de opcién, que de proyectaccidn.
Se trata de luchar en mlltiples formas por una opcidn deseada, més
qﬁe de prolongar imposiblemente el futuro el pasado reciente.

ILa base del optimismo anterior se sustenta en:

1) La factibilidad técnica de la utilizacién integral de los
recursos inagotables, sea en su uso como energétipos, O en cualquie
otro. De la biomasa se pueden obtener, a quisa de ejemplo importan .

te todos los productos derivados de los hidrocarburos. Del agua,
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ejemplo relevante para MExico, se puede dbtener tanta electricidad
que el empleo de los hidrocarburos, el carbén y el uranio serfan -
innecesarios.

2) la posibilidad real de la utilizacién eficiente de los
recursos agotables, a fin de entender el tiempo de su agotamiento,
por un lado; y por otro reducir estensiblemente la generacién masi
va de contaminantes.

. Atbas ventajas del uso eficiente permiten "comprar" tiempo pa
ra realizar el cambio de unos recursos a otros.

LIMITANTES BOONOMICOS, SOCIALES Y POLITICOS [EL TRANSITO

. 8i tanto la posibilidad técnica, como el flujo de recursos ina
gotables existen para llevar a cabo el trénsito, el énfasis se cen-
tra en las posibilidades ecaonémicas, polfticas y sociales.

La adaptacifn de cualquier tecnologia energética implica el
transcurso de varias décadas, tiempo que puede ser mayor al perio
do de gracia que el andlisis cientifico (con todo y sus incertidum
bres) marca camo prcbable para que el deterioro ambiental sea irre
versible y catastr6fico. De aqui que las decisiones que ahora se
toman en materia energética y de recursos en general, estén de fac
to influyendo docisivamente en la realizacitn futura de un camino
u otro: el de la paz sustentable, o el de la violencia catastrofi-
ca. '

Desde el punto de vista econSmico los capitales necesariocs pa
ra conseguir el trénsito hacia el uso generalizado de los recursos
inagotables son menores que los capitales requeridos para satisfa-
cer la demanda futura de recursos agotables, calculada camo proyec
cién del pasado, durante el tiempo de transicién. Y las diferencias

entremaopcidnyotracmﬁmdanlentéles,puesmimtrasqueoonﬁ
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unos capitales se campra la sustentabilidad indefinida, con los ca
pitales de la segunda opcién se consigue en el mejor de los casos
(aunque a costo superior) la postergacién de una crisis 1nev1table,
que por lo mismo serd m&s profunda.

Desde el punto de vista social el enpleo de los recursos inago
tables (mis en la opcién solar, y no tanto en la geotermia) es apo-
yo sustancial de: 1) las polfticas de generacién de empleos, sobre
todo en el campo (donde mis se necesitan); 2) la descentralizacién
de la administracifn, de la toma de decisiones, y de la denocratlza
cifn integral (no solamente polftica).

Pero donde la posibilidad de trénsito enfrenta su prueba de -
fuego, es en el terreno de la polftica. En esta esfera de accién
la inercia de las enormes inversiones en tecnologfas de recuros ago
tables se expresa camo intereses creados, los que constituyen un for
midable adbstaculo, quizi el mis dificil de vencer.

EconSmicamente la transicién empieza a imponerse necesariamente
en agquellos paises en donde el destino de las tecnologfas de recur-
sos agotables se deja a las fuerzas casi libres del mercado. Tal es
el caso notorio del desplame de la industria de la nuclecelectrici-
dad en Estados Unidos, en donde se han concelado todas las plantas
nucleares ordenadas despuds de 1974 (algunas con grados de avance -
superiores al 90%). Ia Gltima de las 120 plantas canceladas, la de
Rancho Seco el 7 de junio de 1989, fué la primera que se cierra por
referendo. Otras'pruebas del abandono nuclear son la ausencia de
nuevos pedidos desde 1978, y la suspensién de la fabricacién de reac
tores por los gigantes del ramo (General Electric y Westinghouse),
desde 1985. '

En cambio la alternativa de los recursos inagotables es cada

vez mis aceptable socialmente. 102
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Pero las distintas formas de lucha, o factores del cambio, se
concretan s;Lsteméticamente al tomarse en cuenta en forma integral
en una decisién politica.

Fl panorama no deja de ser alentador; como ejemplos, nuevamen
te cbtenidos de la historia nuclear, pueden citarse los abandonos
nucleceléctricos en Austria (1978), Suecia (1980), Italia (1987),

y el citado de Rancho Seco, en E.U., todos por la via del referendo.
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"EL s1STEmA DE Epucacién Ex Cusa (1959-1983)

EN su ALEGATO DE AUTODEFENSA POR LOS SUCESOS DEL 26 DE Ju-
~ 110 DE 1353. conocipo coMo “LA HisTorlA Mg AasoLverA”, Fi-
DEL CASTRO DENUNCIA LA SITUACION DE LA EDucAcion EN CuBa:

3

HaBfAN 1, 2 MILLONES DE NIfOS EN EDAD ESCOLAR (b-14 ARNos).
ESTUDIABAN EL 55.6% ES DECIR 547 MIL NINOS NO ASISTIAN A LA

' ESCUELA. EN LAS ZONAS RURALES LA SITUACION ERA PEOR SOLO EL
38.7% ASISTIA A CLASES Y EN ORIENTE TAN soLo EL 26:9%. EL
-85% DE LOS NINOS TERMINABA LA ESCUELA EN 2°, 3° 6 4° GRADCS.
Hasfan 1,032,849 ANALFABETAS (MAYORES DE 10 AfOS) CIFRA QUE
AUMENTABA POR Af0. Por 0TRO LADO 10,000 MAESTROS NO TENIAN
TRABAJO. NO TENfAN ESCUELA.

No s DE EXTRANAR QUE DESDE LA ETAPA INSURRECCIONAL EN LA

MISMA SIERRA MAESTRA, SE COMENZARA A DAR CLASES A LOS MIEM-
BROS DEL EUERCITO REBELDE, DONDE EL 80% DE LGS SOLDADOS ERA
ANALFABETA Y SE CREARON ESCUELAS PARA LOS NINOS CAMPESINOS.

EN EL PROPIO MES DE ENERO DE 1959 SE ABREN TODOS LOS CEN-
TROS DE ENSENANZA, EN PRIMARIA MUCHAS ESCUELAS ESTABAN CE-
RRADAS EN LA ENSENANZA SECUNDARIA HACTA MAS DE TRES MESES
NO SE DABAN CLASES Y LAS UNIVERSIDADES HACfA TRES ANOS QUE
PERMANECIAN CERRADAS. |

PARA ENFRENTAR LOS PROBLEMAS DE LA EDUCACION EN CUBA ERA NE
CESARIO UN VERDADERO SISTEMA POPULAR DE EDUCACION Y SE PRO-
CEDI6 A REESTRUCTURAR EL MINISTERIO DE EDUCACION. ESTA RES-
PONSABILIDAD SE LE D16 AL DR. ArMANDO HART DAvaros. DENnTRO
DEL SISTEMA EDUCACIONAL SE CREAN LOS CONsEJOs MUNICIPALES
DE EDUCACION., ASf COMO LOS REGIONALES Y PROVINCIALES. En
1962 se crea EL Conseso NACIONAL DE EpucaciON., TAMBIEN FUE
CREADO EL CONSEJO Supsklogugg UNIVERSIDADES.
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ENTRE LOS PROBLEMAS A RESOLVER SE ENCONTRABAN: LOCALES.
MAESTROS, MATERIAL ESCOLAR. DISPERSION DE LOS NINOS EN LAS
MONTARNAS .,

HAN DE JUGAR UN PAPEL.DECPFSIVO EN LAS TAREAS DE LA EDUCA-
CION LOS SIGUIENTES HECHOS: LA CREACION DEL SINDICATO Na-
CIONAL DE LOS TRABAJADORES DE LA EDUCACION v LA CIENCIA. DE .
LA FepERACION DE MuJeres CuBanas (FMC). pE LA AsocCIACION Na
CIONAL DE AGRICULTORES PEQUEROS (ANAP). LA ASOCIACION DE J§
VENES REBELDES (AJR)lY POR ULTIMO LA Ley DE NAcIONALIZACION
DE LA ENseRANZA PRoMULGADA EL 23 DE Diciemere.pe 1959,

PARA ATENDER EL PROBLEMA DE LOS LOCALES SE HACE EN 1959 un
PLAN DE CONSTRUCCIONES ESCOLARES QUE CONTEMPLABA RESTAURAR.
REPARAR Y REEQUIPAR LAS ESCUELAS. AS{ COMO LAS NUEVAS CONS-
TRUCCIONES. EL PLAN INICIAL CONTEMPLABA LA TRANSFORMACION
DE LOS CUARTELES EN ESCUELAS Y LAS FUERZAS ARMADAS DEBIAN
APOYAR DECISIVAMENTE ESTA TAREA: Asf EL CampAMENTO DE CoLuM
BIA EN LA HABANA SE TRANSFORMS EN "CIubAD LIBERTAD". EL FA-
MOSO CUARTEL MoncaDA EN LA "Crupap Escotar 26 DE JuLio”. AL
GO SIMILAR PASO EN LAs ViLLAs. MaTANzas v PInar DEL Rfo. Es
TE HECHO SIN PRECEDENTES TENfA UN GRAN VALOR PRACTICO AL
CONSEGUIR LOCALES PARA LAS ESCUELAS Y UN GRAN VALOR MORAL
AL TRANSFORMAR LAS GUARIDAS DE LOS OPRESORES DEL PUEBLO EN
LA FUENTE DE CONOCIMIENTOS Y CULTURA DE LAS NUEVAS GENERA-
CIONES. EN EL TRANSCURSO DE 2 ARNOS SE DEBIAN CONSTRUIR 10,

000 EscueLas.
[ ]

SE CREAN NUEVOS CENTROS COMO LOS INTERNADOS DE MONTANA POR
EJEMPLO " LA CIUDAD EscoLar CamiLo CIENFUEGOS” EN LAS ESTRL
BACIONES DE LA SIERRA MAESTRA, CON ESTAS ESCUELAS SE RESUEL
VE EL PROBLEMA DE LA DISPERSION DE LOS NINOS EN LAS MONTA-
NAS, EN ELLA ELLOS DEBEN ESTUDIAR Y TRABAJAR. MANIFESTANDO-
" SE POR PRIMERA VEZ EN FORMA CLARA LA VINCULACION DEL ESTU-
DIO Y EL TRABAJO, PRINCIPIOLOM;XRTIANO Y MARXISTA PRESENTE EN
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L
TODAS LAS ESFERAS DE NUESTRA EDUCACION, TAMBIEN ESTAS ESCUE
LAS CONSTITUYEN EL GERMEN DE LAS "ESCUELAS EN EL CAMPO",

SE CONSTRUYERON ADEMAS BIBLIOTECAS ESCOLARES.,

'EN LOS AROS 70 LA CONSTRUCCION DE ESCUELAS SE ASIENTA EN
UNA BASE INDUSTRIAL CON LAS CONSTRUCCIONES DE TIPO "GIRON"
Y AS{ SE CONSTRUYEN ESCUELAS PRIMARIAS CON SEMI-INTERNADO.
ESCUELAS SECUNDARIAS BASICAS URBANAS., INSTITUTOS TECNOLOGI-
COS. ESCUELAS DEPORTIVAS., ESCUELAS PEDAGOGICAS., ETC. LA CONS
TRUCCION DE ESCUELAS A GRAN ESCALA CONTINUS DE 1970-1980
FUERON CONSTRUIDAS 1,525 EDIFICACIONES PARA EDUCACION.

LA TAREA PRIMORDIAL DEL GOB}ERNO REVOLUCIONARIO EN EL FREN-
TE DE EDUCACION FUE ERRADICAR EL ANALFABETISMO DE LAS MASAS
TRABAJADORAS 'Y ELEVAR EL NIVEL EDUCACIONAL DEL PUEBLO,

CoMo SE HA SERALADO DESDE LAS FILAS DEL EuERCITO REBELDE co
MIENZA LA LUCHA CONTRA EL ANALFABETISMO, EN 1959 sE CREAN
CENTROS DE ESTUDIO PARA ENSENAR A LEER Y ESCRIBIR A LOS
ANALFABETAS. A FINALES DE 1960 SE TOMA LA DECISION DE ACELE
RAR EL TRABAJO DE ALFABETIZACION Y QUE ESTE DEBE ERRADICAR
EL ANALFABETISMO EN 1961. Y Asf Lo INFORMO FIDEL CASTRO EN
LA AsAMBLEA GENERAL DE LA ONU.

SE CREA LA CoMISION NACIONAL DE ALFABETIZACION., QUE HA DE
DIRIGIR LA CAMPANA, ESTA A SU VEZ CREA COMISIONES A LAS DI-
FERENTES INSTANCIAS (PROVINCIALES, REGIONALES Y MUNICIPALES).

De SepTieMBRE A DicIemBre DE 1960, SE PREPARAN LOS' MATERIA-
LES: MANUAL "ALFABETICEMOS”. CARTILLA "VENCEREMOS” Y EL LI-
BRO DE ARITMETICA "PRODUCIR-AHORRAR-ORIGINAR”.

De Enero A ABRIL DE 1961 SE COMIENZA LA CAMPANA CON LA PRE-
PARACION DE LOS MAESTROS Y LA LOCALIZACION DE LOS ANALFABE-

Tas, 06



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

Ik avo A Seeriemere DE 1961 con EL APOYO DE TODO EL PUEBLO CQ
MIENZAN Y SE DESARROLLAN LAS CLASES. ‘

De OcvuBre A DiciemBre DE 1961 ES LA ETAPA FINAL DE LA CAM~
PARA. ’

LA PRIMERA FUERZA ALFABETIZADORA FUERON LOS MAESTROS PROFE-
SIONALES, QUE JUGARON UN PAPEL DECISIVO, PERO ERAN INSUF1-
CIENTES, A ESTA TAREA SE INCORPORARON OBREROS, AMAS DE CASA

EN FIN TODO EL QUE - 'SABfA LEER Y ESCRIBIR.. SE CREA EL EJERCL
T0 DE Esrummrss ALFABET1ZADORES ORGANIZADOS EN LAS “BRIGA
pAs ConraDo BeENITEZ" ERAN 105,664 BRIGADISTAS (Slt 953 mucHA
cHAs Y 50,711 mucnachos) . TonraDO BENITEZ FUE UN MARTIR DE
LA ALFABETIZACION, ERA UN MAESTRO ALFABETIZADOR QUE FUE ASE
SINADO POR LAS BANDAS CONTRAREVOLUCIONARIAS. TAMBIEN SE cREA
RON LAS BRicapAs “PATRIA 0 MUERTE". - -

FUERON TAMBIEN MARTIRES DE LA ALFABETIZACION EL BRIGADISTA
MANUEL Ascona DOMENECH. EL CAMPESINO PEDRO LANTIGUA Y EL OBRE
RO ACTIVISTA DE LA CAMPARA DELFIN SAN CeDRE.

La cAMPARA cuminG EL 22 pe Diciemere pe 1961. ESTE pfa
-22 DE DICIEMBRE- HA QUEDADO INSTITUIDO COMO EL DfA DE LOS
TRABAJADORES DE LA EDUCACION Y LA CIENCIA.

UNA DE LAS cosAs MAs BELLAS DE ESTA CAMPARA FUERON LAS CAR-
| TAS QUE .LOS ALFABETIZADOS LE ESCRIBIAN A FIDEL. POR EJEM-
PLO., MARfA DE LA CRUZ SIMANAT, NACIDA ESCLAVA EN 1885: “Fi-
DEL: MI QUERIDO LIBERTADOR DE NUESTRA PATRIA CUBANA Y TAM-
BIEN A LA NACIGN AMIGA VERDADERA DE LOS CUBANOS LES DESO EL
AGRADECIMIENTO EN NOMBRE DE TODO EL PUEBLO Y NUESTRA GRAN
GRATITUD A TODOS LOS PAISES SocIALISTAS. FIDEL. GRACIAS A
Tf ¥ A NUESTRA REVOLUCION SOCIALISTA YA SE LEER Y ESCRIBIR.

PATRIA 0 MUERTE., VENCEREMOS”

10t
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DEBEMOS RECORDAR QUE EN PLENA CAMPANA DE ALFABETYZACION SE
PRODUJO EL ARTERO ATAQUE A’ PLAYA GIRGN - PERO FUERON DERRO-
TADOS LOS ENEMIGOS DE LA REVOLUCION Y LA CAMPARA CONTINUG

EN ESTA cAMPARA ESTUVO PRESENTE EL INTERNACIONALISMO. AYuDA
RON ESPECIALISTAS DE LA UNION SoVIETICA Y OTROS PAISES SO-
CIALISTAS. LA UNION INTERNACIONAL DE esTupiANTES (U.I.E.)
MAESTROS DE COSTA RICA, BRASIL. URUGUAY Y PANAMA FORMARON
~UNA BRIGADA INTERNACIONAL VOLUNTARIA DE ALFABETIZACION EN
CuBA. UN DIRIGENTE NACIONAL DE LA CAMPARA GASPAR JORGE GAR-
CfA GAELO DIJO: “DESDE MEXICO HASTA ARGENTINA, URuGUAY Y
CHILE TODOS LOS PAISES HERMANOS., EN.UNA FORMA U OTRA, ESTAN
PRESTANDO SU COOPERACION A LA LUCHA ALFABETIZADORA”.

Me HE DETENIDO EN LA "CAMPARA DE ALFABETIZACION" POR QUE EN
MUCHOS ASPECTOS CARACTERIZA LA LABOR DE LA Epucacién En Cu-
BA REVOLUCIONARIA,

PERO ESTA TAREA NO PUEDE QUEDAR AHf, ES NECESARIO CONTINUAR
LA Y PARA ELLO SE CREAN LA DIRECCION DE EpucAaci6n OBRERO Y
CAMPESINA Y LA ENSERANZA NOCTURNA.

PARA DAR CONTINUIDAD A LA ALFABETIZACION SE CREAN LOS CUR-
SOS DE SEGUIMIENTO Y SE CREAN LOS DIFERENTES NIVELES DE EN-
SENANZA: EDUCACION OBRERA Y CAMPESINA (EDO). SECUNDARIA
OBrRERA Y CaMPESINA (SOC) Y LA FAcuLTAD OBRERO Y CAMPESINA
(FOC): ApemMAs. LAS ESCUELAS DE IDIOMAS. Y EN COORDINACION -
CON LA FMC SE CREARON CURSOS PARA CAMPESINOS EN LA HABANA,
DONDE ERAN BECADOS.,

OTRA TAREA IMPORTANTE Y FUNDAMENTAL DE LA EDUCACION FUE LA
PREPARACION DEL PERSONAL DOCENTE PARA LAS ESCUELAS PRIMARIAS,

AnTES DE 1959 EXISTIAN SOLO b ESCUELAS NORMALES EN LAS CAPL
TALES DE PROVINCIA QUE FORMABAN MAESTROS PRIMARIOS.

CoMo AHORA LA PRINCIPAL NE‘CDESIDAD DE MAESTROS ERA EN EL CAM
8
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PO Y LAS MONTANAS ERA NECESARIO OTRO TIPO DE MAESTRO, SE
LANZO UNA CONVOCATORIA PARA ASPIRANTES A MAESTROS LOS CUALES
DEBIAN PASAR POR TRES ETAPAS: PRIMERO EN MINAS DEL FRIO EN
LA SIERRA MAESTRA. SEGUNDO EN TOPE DE CALLANTES (UNA MONTA-
fA) 'Y POR OLTIMO EN LA HABANA ‘EN LAS ESCUELAS MAKARENKU EN "
TOTAL ERAN 5 Afos (1-2-2), PERO LA NECESIDAD DE MAESTROS
ERA MUY GRANDE Y FUE NECESARIO HABILITAR MAESTROS ENTRE LAS
PERSONAS QUE TEN{AN EL NIVEL DE ESCOLARIDAD ADECUADO Y DIS-
POSICIGN A TRABAJAR COMO MAESTRO. POSTERIORMENTE SE FUERON
IMPLEMENTANDO CURSOS PARA ELEVAR SU NIVEL reonxco Y PEDAGO-
GICO Y FINALMENTE TITULARLOS ,

SIMULTANEAMENTE SE EMPEZARON A CONSTRUIR ESCUELA§‘PEDAGOGI-
CAS Y SE CREA EL DESTACAMENTO PEDAGGGICO MANUEL Ay:ﬁg Dome-
NECH CON EL APOYO DE LA UN16N DE ' JOvENes ComunisTAs (UJO) v
A FEDERACION DE ESTUDIANTES DE ‘LA Ensefanza Mepia (FEEM).
Los GRADUADOS DEL DESTACAMENTO PdptAN ENSENAR EN PRIMARIA Y
SECUNDARIA O INGRESAR EN LOS INsTITUTOS Super10Res PEDAGOGL
cos. GRADUALMENTE LAS EXIGENCIAS PARA INGRESAR EN EL DESTA-
CAMENTO FUERON AUMENTANDO. MUCHOS DE ELLOS HAN CUMPLIDO MI-
SIONES INTERNACIONALISTAS EN NICARAGUA Y ANGOLA. ACTUALMEN-
_TE TODOS LOS MAESTROS DE PRIMARIA SON TITULADOS Y ALGUNOS
YA ESTUDIAN LA LICENCIATURA EN ENSENANZA PRIMARIA EN LOS

INsTITUTOS PEDAGOGICOS.

ALGo QUE HA CARACTERIZADO A LA EDUCACION EN CUBA HA $1DO LA
MASIVIDAD, DADA LAS OPORTUNIDADES QUE HA DADO LA REVOLUCION
Y AL CRECIMIENTO DEMOGRAFICO MOTIVADO POR LAS NUEVAS CONDI-
CIONES DE VIDA DESPUES DEL TRIUNFO REVOLUCIONARIO. PARA HA-
CER REALMENTE EFECTIVAS LAS OPORTUNIDADES DE ESTUDIAR EL 60
BIERNO REVOLUCIONARIO CREG UN SISTEMA DE BEcAs NACIONAL QuE
INCLUYE DESDE EL NIVEL PRIMARIA HASTA EL UNIVERSITARIO. ADE
MAS SE CREARON SEMI-INTERNADOS.

AL INICIO DEL PROCESO REVOLU{ZOIgNARlO SE NACIONALIZA LA PREM
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SA Y MUCHAS DE LAS IMPRENTAS NACIONALIZADAS ,.PA§AN A Epuca-
CION PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE LA ELABORACION DE TEXTOS
PARA TODOS LOS NIVELES DE ENSENANZA, POSTERIORMENTE SE HAN
FABRICADO VARIAS POLIGRAF{AS MAS MODERNAS.

UNA DE LAS DEFICIENCIAS QUE TENfA NUESTRO SISTEMA EDUCACIO-
NAL ES QUE NO TENfA CASI ESCUELAS DE"NIVEL TECNICO MEDIO.,
SOLO EXISTIAN DOS ESCUELAS DE ARTES Y OFICIOS., LA REVOLU-

CREADO LOS SIGUIENTES TIPOS DE ESCUELAS TECNICAS MEDIAS:

ENSENANZA TECNICA INDUSTRIAL

ENSENANZA TECNICA AGROPECUARIA

TECNICOS MEDIOS DE LA SALUD Y DE MEDICINA
NESERANZA MILITAR: EscueLas CamiLo CIENFUEGOS.

TAMBIEN EXISTEN ENSENANZAS ESPECIALES DESDE PRIMARIA HASTA
EL NIVEL SUPERIOR EN DEPORTES Y EN EL ARTE,

TAMBIEN TENEMGS LAS ESCUELAS ESPECIALES PARA NINOS QUE TEN-
GAN DEFECTOS FISICOS O MENTALES: DEBILES VISUALES, CIEGOS.
SORDOS. SORDO-MUDOS., ETC.

TAMBIEN TENEMOS LOS CIRCULOS INFANTILES PARA LOS NINOS QUE
TODAVIA NO ESTAN EN EDAD ESCOLAR.

Como HEMOS SENALADO UNO DE LOS PRINCIP1OS DE NUESTRA ENSE-
NANZA ES LA VINCULACION DEL ESTUDIO CON EL TRABAJO. EN PRI-
MARIA LOS ESTUDIANTES TIENEN UN DfA A LA SEMANA EN QUE DE-
BEN DE TRABAJAR EN EL CAMPO, EN LA AGRICULTURA, O EN LA CONS
TRUCCION, ES DECIR EN UN TRABAJO F{SICO. EN SECUNDARIA Y
PRE-UNIVERSITARIO DEBEN PERMANECER EN EL CAMPO POR UN MES
ALBERGADOS EN CAMPAMENTOS Y TRABAJANDO EN DIVERSAS ACTIVIDA
DES PRODUCTIVAS ESTA ACTIVIDAD SE CONOCE CON EL NOMBRE DE
LA ESCUELA AL CAMPO". SIN EMBARGO TENEMOS ALGUNAS ESCUELAS
QUE HA SIDO CONSTRUIDAS EN EL CAMPO, FUNDAMENTALMENTE SECUN
DARIAS Y LOS ESTUDIANTES,JRABAJAN EN UNA SESION Y EN LA OTRA



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

ESTUDIAN. ESTAS SON LAS LLAMADAS “ESCUELAS EN EL CAMPO”.

DEBIDO A LA NECESIDAD DE DESARROLLAR LOS ESTUDIOS EN LAS
Ciencias Naturaes: Fisica, Quimica. BroLocfa v MATEMATICAS,
SE CREARON LAS ESCUELAS VOCACIONALES. DONDE LOS ESTUDIANFES
ERAN ESCOGIDOS ENTRE LOS MAS APTOS EN ESTAS DISCIPLINAS.
TAMBIEN LOS PROFESORES ERAN SELECCIONADOS Y EL EQUIPAMIENTO
ERA EL MEJOR. INCLOIA LOS NIVELES DE SECUNDARIA Y PREUNIVER

'stTARxo. De ESTAS ESCUELAS SE CREARON VARIAS EN EL PA{S.

POSTERIORMENTE SE DECIDIO EXTENDER ESTE TIPO DE ESCUELAS A TQ
DAS LAS PROVINCIAS, PERO SOLO CON EL NIVEL DE PREUNIVERSITA
RIO Y AS{ SE CREAN LOS PREUNIVERSITARIOS DE CIENCIAS ExacTas.

LoS ESTUDIANTES CUBANOS TIENEN SUS ORGANIZACIONES DE MASAS
que son: LA UN16n DE Proneros pe CuBA. LA FEDERACION DE £s-
TUDIANTES DE LA ENsefianza Mepia (FEEM). EXISTEN DOS TIPOS
DE PIONEROS LOS QUE CORRESPONDEN A LA ENSENANZA PRIMARIA Y
LOS QUE CORRESPONDE A LA ENSENANZA SECUNDARIA Y PREUNIVERSL
TARIA Y SE DENOMINAN PIONEROS MONCADISTAS Y PIONEROS JOSE
MARTE.,

HAY UNA ACTIVIDAD MUY INTERESANTE QUE DESARROLLAN NUESTROS
ESTUDIANTES, CON EL APOYO DE NUESTROS MAESTROS Y LOS ORGA-
NISMOS DE LA PRODUCCION Y LOS SERVICIOS Y SON LOS LLAMADOS
*CircuLos DE INTERES". UN GRUPO DE ESTUDIANTES BAJO LA DIREC
CI6N DE UN MAESTRO DECIDEN ESTUDIAR Y TRABAJAR EN RELACION
A CUALQUIER ASPECTO DE LA VIDA ACADEMICA O DE LA VIDA PRAC-
TicA® EN ESTE CASO RECIBEN EL APOYO DE LOS ORGANISMOS VIN-
CULADOS CON LA ACTIVIDAD, POR EJEMPLO HAY CfRCULOS DE: LA
INDUSTRIA AZUCARERA, DE VETERINARIA, DE Z00L0GfA., DE ESPA-
ROL, DE MATEMATICAS, DE AEROMODELISMO. DE PARACAIDISMO. DE

COMPUTACION, ETC.

ANUALMENTE 'SE HACEN ExposICIONES DE CfrRcuLos DE INTERES A

NIVEL MUNICIPAL., PROVINCIAL Y NACIONAL.
i
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L |
SA Y MUCHAS DE LAS IMPRENTAS NACIONALLZADAS -PASAN A EDuca-
CION PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE LA ELABORACION DE TEXTOS
PARA TODOS LOS NIVELES DE ENSENANZA. POSTERIORMENTE SE HAN
FABRICADO VARIAS POLIGRAF{AS MAS MODERNAS.

UNa DE LAS DEFiCIENCIAS QUE TENfA NUESTRO SISTEMA EDUCACIO-
NAL ES QUE NO TENIA CASI ESCUELAS DE NIVEL TEC“XCO MEDIO,
SOLO EXISTIAN DOS ESCUELAS DE ARTES Y orlcxoé, LA REVOLU-
CION SE DIO A LA TAREA DE "SUPERAR ESTE ASPECTO Y SE HAN
CREADO LOS SIGUIENTES TIPOS DE ESCUELAS TECNICAS MEDIAS:

ENSENANZA TECNICA INDUSTRIAL

ENSERANZA TECNICA AGROPECUARIA

TECNICOS MEDIOS DE LA SALUD Y DE MEDICINA
NESENANZA MILITAR: EscueLas CamiLo CIENFuEGos.

TAMBIEN EXISTEN ENSENANZAS ESPECIALES DESDE PRIMARIA HASTA
f
"EL NIVEL SUPERIOR EN DEPORTES Y EN EL ARTE.

TAMBIEN TENEMOS LAS ESCUELAS ESPECIALES PARA NINOS QUE TEN-
GAN DEFECTOS F{SICOS O MENTALES: DEBILES VISUALES. CIEGOS,
SORDOS. SORDO-MUDOS, ETC.

TAMBIEN TENEMOS LOS CIRCULOS INFANTILES PARA LOS NINOS QUE
TODAVFA NO ESTAN EN EDAD ESCOLAR.

Como HEMOS SERALADO UNO DE LOS PRINCIPIOS DE NUESTRA ENSE-
ﬂAﬁZA ES LA.VINCULACION DEL ESTUDIO CON EL TRABAJO. EN PRi-
MARIA LOS ESTUDIANTES TIENEN UN DfA A LA SEMANA EN QUE DE-
BEN DE TRABAJAR EN EL CAMPO, EN LA AGRICULTURA, O EN LA CONS
TRUCCION, ES DECIR EN UN TRABAJO FISICO. EN SECUNDARIA Y
PRE-UNIVERSITARIO DEBEN PERMANECER EN EL CAMPO POR UN MES
ALBERGADOS EN CAMPAMENTOS Y TRABAJANDO EN DIVERSAS ACTIVIDA
DES PRODUCTIVAS ESTA ACTIVIDAD SE CONOCE CON EL NOMBRE DE
“LA EsCUELA AL CAMPO", SIN EMBARGO TENEMOS ALGUNAS ESCUELAS
QUE HA SIDO CONSTRUIDAS EN EL CAMPO, FUNDAMENTALMENTE SECUN
DARIAS Y LOS ESTUDIANTES"{RABAJAN EN UNA SESION Y EN LA OTPA
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ESTUDIAN., ESTAS SON LAS LLAMADAS "ESCUELAS EN EL CAMPO",

DEBIDO A LA NECESIDAD DE DESARROLLAR LOS ESTUDIOS EN LAS
C{ENCIAS NaturaLEs: Fisica, Qufmica. BioLocfa v MATEMATICAS,
SE CREARON LAS ESCUELAS vdEAcxouALss, DONDE LOS ESTUDIANTES
ERAN ESCOGIDOS ENTRE LOS MAS APTOS EN ESTAS DISCIPLINAS,
TAMBIEN LOS PROFESORES ERAN SELECCIONADOS Y EL EQUIPAMIENTO -
ERA EL MEJOR, INCLUIA LOS NIVELES DE SECUNDARIA Y PREUNIVER
SITARIO. DE ESTAS ESCUELAS SE CREARON VARIAS EN EL PAfs.
POSTERIORMENTE SE DECIDI® EXTENDER ESTE TIPO DE ESCUELAS A TQ
DAS LAS PROVINCIAS. PERO SOLO CON EL NIVEL DE PREUNIVERSITA
RIO Y Asf SE CREAN LOS PREUNIVERSITARIOS DE CIENCIAS ExACTAS.

LOS ESTUDIANTES CUBANOS TIENEN SUS ORGANIZACIONES DE MASAS
QUE SON: LA UN1dn DE Proneros DE CuBa. LA FEDERACION DE Es-
TUDIANTES DE LA ENSERANZA Mepia (FEEM). ExisTen pos TiPos -
DE PIONEROS LOS QUE CORRESPONDEN A LA ENSENANZA PRIMARIA Y
LOS QUE CORRESPONDE A LA ENSENANZA SECUNDARIA Y PREUNIVERSL
TARIA Y SE DENOMINAN PIONEROS MONCADISTAS Y PIONEROS JOSE
MARrTS,

HAY UNA ACTIVIDAD MUY INTERESANTE QUE DESARROLLAN NUESTROS
ESTUDIANTES, CON EL APOYO DE NUESTROS MAESTROS Y LOS ORGA-
NISMOS DE LA PRODUCCION Y LOS SERVICIOS Y SON LOS LLAMADOS
"CircuLos DE INTERES", UN GRUPO DE ESTUDIANTES BAJO LA DIREC
CION DE UN MAESTRO DECIDEN ESTUDIAR Y TRABAJAR EN RELACIGN
A CUALQUIER ASPECTO DE LA VIDA ACADEMICA O DE LA VIDA PRAC-
TICA Y EN ESTE CASO RECIBEN EL APOYO DE LOS ORGANISMOS VIN-
CULADOS CON LA ACTIVIDAD, POR EJEMPLO HAY CfRCULOS DE: LA
INDUSTRIA AZUCARERA. DE VETERINARIA, DE ZOOLOG{A, DE ESPA-
NOL, DE MATEMATICAS, DE AEROMODELISMO. DE PARACAIDISMO. DE
COMPUTACION, ETC,

ANUALMENTE SE HACEN EXPOSICIONES DE CIRCULOS DE INTERES A
NIVEL MUNICIPAL., PROVINCIAL Y NACIONAL.
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-EL PERFECCIONAMIENTO DEL SISTEMA DE EDUCACION HA SIDO TA-
REA PERMANENTE DEL MINISTERIO DE EpucAciOn, Pero En ESTOS
MOMENTOS QUE LA MATRICULA EN PRIMARIA ESTA ESTABILIZADA Y
QUE EL RESTO TIENDE A ESTABILIZARSE, QUE TODOS LOS MAES-
TROS Y PROFESORES SON TITULADOS Y SE SUPERAN EN FORMA PER-
MANENTE LA LUCHA SE HA CENTRADO EN ELEVAR LA CALIDAD DE LA
DOCENCIA. EN ESTOS MOMENTOS SE LUCHA POR QUE TODAS LAS ES-
CUELAS PRIMARIAS TENGAN DOBLE SESION DE CLASES, YA ESTAMOS
PROXIMOS A LA META.

HEMOS QUERIDO EN UNA FORMA BREVE DARLES UNA IDEA DE COMO
SE HA DESARROLLADO EL PROCESO EDUCATIVO EN CUBA DESPUES
DEL TRIUNFO REVOLUCIONARIO DEL le. pE Enero DE 1959.

R, Lurs EsTévez McKenn
ROFESOR TITlr'LLAR DE LA
ACULTAD DE FISICA-ATEMATICA
NIVERSIDAD RE ORIENTE
ANTIAGO DE (UBA.

SEGUNDO CONCURSO INTRA-CCH DE MATEMATICAS.
C(CATEGORIA POR EQUIPOSY

4~ CALCULAR EL AREA DEL

CIRCULO WNSCRITQ EN

UN SEGTOR GCIRCULAR

" pE B0 . CUYO RADIO
0?0 M

2~ LAS LONCITUDES DF LOS CATETOS DE UM TRIANGULO RECTANGLLO SON
DADAS: @ ¥ b, SOBRE LA HIPOTEMUSA, COMD LADO. SE CONSTRUYE UN
CUADRADO HACA EL EXTERIOR DEL TRIANGIALO. HALLAR LA DISTANCIA DEL
"VERTICE DEL ANGULO RECTO DEL TRIANGUWLO  HASTA EL CENTRO DEL
CAADRADO. :

L
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3~ ExPUCAR POR QUE FS CORRECTO [l SIGVENTE PROCEDIMENTO PARA
CALCULAR EL CUADRADO DE Bn MITMERO TERHMNADO €14 5.

~ Para cuma. 8E cALCULA: Y € LE “PEGA'EL NUMERD 25
15> 1x2=2 225
_ 2x3=8§ v 625
45 4x5=20 o 2025
95> 9x10=90 . 9025
- Het B2 13225

4~ LA EuacON Y B /'5;'4»20 TEME UNARFINDAD - DE  SCLUCICNES
EMTFRAR POSITIVAS. £S DECR. VALORES ENTEROS POSITIVOS DE X  QUE
GENERAN VALORES ENTEROS POSITIVOB DE ¥ ESTOUS VALOREZ DU X X4 Xg4
Ngp GENERAN VALOKES Yy, Yge Ygy-.r LAN PRIMERAS CINCO PAREUAS SOM
"1'1171'5!"3“4vyz' 10; ¥3 = H, vy = 25; x4 = 29, v, = 65;
% = 76, vg = 170 S ,

® OBTENER LA PARFIA Olg | Ve

@® Si x, B €L ENESINO VALOR DE X. emsmx,menc:wc:onucxn

8~ EnA mAsem;smnprwoe msmseoﬁuw\'mconowaf. L
ooB CARROS A v B v un TuneL C _

-r

L PROBLEMA €5 mmun Los cARROS A ¥ B GUEDANDO LA LOCUMOTORA [N
B LUGAR MaCIAL.

A LOCOMOTORA PIEDE EMPUJAR O JALAR A UNO 0 LOS POF CARRDE JUNTOS.
%a.o LA MAGUWA PUEDE PAGAR A TRAVES DE &web DaR LA SUCKSioW DE

novncnros Ous € DB EFECTUAR PARA KAGE e &

A J STAMGSTE
'6.- SCUAL ERuEL. o%maoowmvnedxso!vwe TENE EXACT

|8 Mewexs O €. ~ £9 or SuLio UC 1989,
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SEGUNDO CONCURSO DE MATEMATICAS INTRA-CCH
. (CATEGORIA INDIVIDUAL)
FINAL

1. ENCONTRAR LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION

x2% = 77 = —ax' i

2. COMNSIDERESE AL CONJUNTO S DE LOS NUMEROS NATURALES QUE SON
EL PRODUCTO DE LOS DIGITOS DE ALGUN OTRO 'NUMERO NATURAL.

E.'EMPLOS DEL CONJUNTC S son:
24 v 50. PORQUE EL 24 ES EL PRODUCTO DE LOS 'DIOITOS  DEL

NUMERO 38 v EL 50 ES EL. PRODUCTO DE LOS DIGITOS DEL NUMERO

255.

_AJPRUEBESE QUE 1989 NO ES UN ELEMENTO DE S. .
B8):CUANTOS MULTIPLOS DE 14 MENORES QUE 2002 CONTENE S?
C)CUAL ES EL NUMERO MAS PEQUERO QUE GENERA AL NUMERO

COMO ELEMENTO DE S.

DIPRUEBESE QUE 2688 ES UN ELEMENTO DE S. .
Ag B
3. SE TIENE UN VASO DE RADIO

173 v ALTURA (2Y 2)3/3 | Los
PUNTOS A Y B ESTAN EN LOS EXTRE™
MOS DE UN DIAMETRO DEL CIRCULO.
Si UN GUSANO SE DESPLAZA SOBRE
EL VALO DEL PUNTO A AL PUNTO B. .
LCUAL ES LA MINIMA DISTANCIA QUE
PUEDE RECORRER?
A

4. EN LA FIGURA. EL PERIMETRO o
DEL TRIANGULO ABC &s 12
CALCULAR LOS CATETOS DE DI~
CHO TRIANGULO. .

: ' b

N J—
+— - a

. 5. dPARA QUE VALOR(ES) DEL NUMERO NATURAL N 2 2 LA MAGNITUD
Loa(2)Loa(3)-. .. LoalN) :

10"

TOMA SU VALOR MAIMO?

6. AYDEMOSTRAR LA DENTIDAD.
Cb=cd?+ Cc=22"+ Ca=bpd" = 3(b-cIC(c-a)Ca~b)
B)UTILIZAR ESTE RESULTAD( PARA RESOLVER LA ECUACION
[Cx41) = 2Cx43D1° 4 [20x43) = %4517 ¢ [x = 5 = Hx412}” = O

MEXICO D, F., A 26 DE AGOSTO D& 1989

e



