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- 5,~ AJUSTE DE CURVAS

6.~ ALGUNOS EJEMPLOS
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1.- PROBLEMAS DE CONTEO. = CONJUNTOS. Paopoacnoses.
PORCENTAJES,
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- POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES. FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGAR] TMICAS «

Bi1BLIOGRAF{A.
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, 1. INTRODUCCION o
Los AUTORES DEL PRESENTE TRABAJO CREEMOS QuUE EL ESTUD!A&
TE DE CIENCIAS DEL AReA DE CBS*peme TOMAR CONCIENCIA DE LA
UTILIDAD DE LAS MATEMATICAS COMO HERRAMIENTA'IﬂDISPENSABLE
TANTO EN EL ASPECTO TEORICO COMO EN EL EXPERIMENTAL E INCLY
SIVE COMO MERO LENGUAJE EN SU LABOR lNTERDlSC!PLlNARlA.

EL CONTENIDO DE LOS CURSOS DE MATEMATICAS EN CBS Es ABOB
DADO POR LOS ESTUDIANTES EN EL NIVEL MEDIO SUPERIOR, LA MA-
YOR{A DE LAS VECES CON GRAVES DEFICIENCIAS, EN EL MEJOR DE
LOS CASOS EL ALUMNO CONOCE ESTE MATERIAL, PERO SU HABILIDAD
PARA APLICAR ESTOS CONOCIMIENTOS ES CASI NULA. Esro-bRE£-7
MOS. SE DEBE A QUE POR LO REGULAR LAS MATEMATICAS SE ENCUEN
TRAN DESLIGADAS DE LOS PROBLEMAS CONCRETOS QUE DAN ORIGEN
AL PROBLEMA MATEMATICO QUE EN ESE MOMENTO ESTUDIA. ALGUNOS
PROFESORES RECONOCEN ESTA DEFICIENCIA E INCLUYEN "APLICACIQ
‘CIONES" QUE Sou~nenos~eatnc1ctos DE SUSTITUCJON EN FORMULAS
Y CALCULOS DESARROLLADOS EN CLASE. MucHos ALUMNOS CON EL
AFAN DE DESHACERSE LO MAS PRONTO DE ESTOS CURSOS ADOPTAX EL
ESQUEMA RIGIDO DE PENSAR: “PRIMERO EL coucepro 'MATEMATICO.,
DESPUES LAS APLICACIONES®.

En esTA LINEA DE PENSAMIENTO EL PROBLEMARIO' QUE AHORA
SE PONE EN LAS MANDS DEL LECTOR PRETENDE ENFOCAR UN PUNTO

- DE VISTA DISTINTO AL MATERIAL EQUIYALENTE A UN PRIMER CURSO

TRIMESTRAL DE "hArEnArlcas A" DEL AReA DE CBS. FEL TRABAJO
_ESTA DIVIDIDO EN nos GRANDES PARTES. LA PRIMERA CONSTA DE
#) CIENCIAS B10L0GICAS y de la. SALUD. -
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UNA SERIE DE ART!CULOS QUE ENFO’AN ALGUNOS ASF:CTOS GENERA“
LES D= LA DESCRIPC!éN Dt LOS TISTEMAS sxOLbsxcos A PAera«

R B CUALES SURGEN LAS R:LACIONES MATE* ‘TICAS MAS SENCIL,LAS

comd bON LAS _DEL T‘lPO LINEAL. POTENCIAL: EXPONENCIAL .. ETC. -

3

.

EN LA PRIMERA ?ARTE HEMOS INTRODUCIDO UN RESUMEN: BREVE Y:
. MUY GENERAL DE LA HODELMwN DE LOS PROCESOS DE CRECIMIENTD
EN POBLACIONES E INDIVIDUOS., ESTE ART(CULO PRETENDE MOTI--
’ VAR EL USO DE MODELOS MATEMATICOS PARA’ DESCRM!R COMPORTA--
HIENTOS CUALITATIVOS EN LA EVOLUC!ON DEL . TAMAfiO. DE EA PQBLA

= cxén. No HEMOS PROFU&DIZADO MAS EN ELLO DEBIDO A QUE AkGU~:

T NAS rscnxCAs DEL CALCULO DIFERENCIAL SERIAN AJENAS AL Lsc--
TR sn UNA xnrnonuccxbu. e ey e e e
Eu EL sasuuno ARTICULO ssrquAnos EL casc;nxeuru NO EN -
RELACION AL TIEMPO SINO A LA FORMA, ALL{ APARECEN Funcso-'~
NES DEL TIPO POTENCIAL YSAXEN UN EJEMPLO SENCILLO DE CRECI-

MIENTO ISOMETRICO. CONVIENE QUE EL LECTOR.LEA. CON CIERTO

DETALLE Lbs Aartcuuos TITULADOS TASAS ‘DE  CRECIMIENTO" ¥ .
AJUSTE ne cuRVAs“ YA QUE ALGUNOS. coucapros QUE AHI SE IN- .:
raonuceu sz MANEJAN A LO LARGO DE TODO EL PROBLEMARIO Y -TAH :
"axtu LA TECNICA DE AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS:. AL RESPEG
 TO ouxsxnos REPRODUCIR EL. TnasAJorREALxZAnunPon EL ALUﬂNO

'(Auona BIOLOGO) Corias HART(NEZ SAUL, COMO EJEMPLO. DEL. TIPQ

; »DE TWJO’ f’”" PODRIAN REALIZARS! DURANTE EL CUﬁSO. S

-----

FXNAL:._".T?' LOS PROBLEHAS PROPUESTOS SE HAN DIVIDIDO EN ’
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TRES SECC!ONES- EN LA PRIMERA REUNTMOS PROBLEMAS SOBRE PRQ

. “PORCIONES. PORCENTAJES Y PROBLEMAS Dt CONTEO; ALGUNOS CON

'FRANCO ENFOQUE A LA PROBABILIDAD. - EN LA SEGUNDA PARTE ES-
TAN LOS PROBLEMAS SOBRE RELACIONES L!NEALES Y LINEALIZACIONva
A TRAVES DE CAMB10S DE VAR!ABLES. EN LA TERCERA PARTE MOS~
TRAMOS ALGUNOS PROBLEMAS SOBRE RELACIONES POLxquxALEs. nA-“_A
'SICAMENTE POLINOMIOS DE SEGUNDO GRADO: RELAC!ONES sxpoueu-
CIALES s LOGAR(TMICAS.

Las RELACIONES DEL TxPo LINEAL nensnAN ESTUD!ARSE CON' nu“
CHO DETENIMIENTO., NO SOLO LA GEOMETR{A ANALITICA ns LA REC- v
TA EN EL PLANO, SINO EL AJUSTE DE RECTAS A’ UNA. COLECCION DE .
DATOS. LA RAZON NO ES SOLO LA seuchLez. SINO QUE ALGUNAS

. OTRAS RELACIONES ENTRE VARIABLES (cnechxENTo DE POsLACIO-

. NES., mmvmuos, coucsN'rRAcmues. ETC '} PUEDEN Rsnucmss AL :
| vESTUDlO DE RELACIONES LINEALES HAC!ENDO CAMBIOS DE VAR!ABLES "
ADECUADOS .

U CLASE DE Paocesos ns SUMA lHPORTANClA SON LOS FENOME:"
" NOS PERIGDICOS COMO POR EJEMPLO LOS RITHOS CIRCADICOS, cleg
| TAS REACCIONES QUIMICAS, FORMACION DEL ‘SONIDO, ETC., SIN su_ b
'BARGO EL ESTUDIO DE PROCESOS PERIODICOS EN sxOLoslA ES RE-

| CIENTE: EN PARTE MOTIVADO POR EL ESTUDIO CUALITATIVO DE LAslf 
* ECUACIONES DIFERENCIALES, Los EJEMPLOS A PROBLEMAS. QUE PO~
DRIAMOS HABER INCLUIDO EN- ESTA PARTE O SON DEMASIADO TRIVIA
LES O DEMASIADO ELABORADOS, AS{ QUE PREFERIMOS OMITIR UNA
SECCION CORRESPONDIENTE A “FUNCIONES PERIODICAS® POR CONSI- |
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nERAR QUE DE OBLIGARNOS A ELLO ROMPERIAMOS CON EL ESPIRITU
- DE ESTE PROBLEMARIO. DE TODOS MODO3 NO DUDAMOS QUE LA: TR!’

"', GONOMETRIA Y EL ALGESRA SON INDISPENSABLES EN LA FORMAC!GN

.DEL ESTUDIANTE.

EL IDEARIO DE ESTE 'PROBLEMARIO PUEDE Resunxnss asf: Un
PRIHER CURSO . DE MATeMATICAS DEBE CENTRARSE EN 1A DESCRIPCION',
DE PROCESOS (BxOLésxcos POR EJEMPLO) '

FINALMENTE. ESPERAMOS CONTINUAR LA ELABORACTON DE MATE-
RIAL SEMEJANTE A ESTE PARA CURSOS POSTERIORES ATENDIENDO A
'LAS SUGERENCIAS: cn!rxcas QUE SE TOMEN LA MOLESTIA DE HACER'

NOS LLEGAR, -
Los | AUTORES .
"ManueL FaLconi (FC UNAH, SAsArxco UAH-I)
Jvoutu DELGADO (UAM-I)
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2: MODELDb bE c&ecmrsmu

En la bsoluma da Pobhctonaz € Pratende Contar, axtimar b4
Fredecir tamahos da publacnones, Casf como estudiar  sus “ciclos
mturolis y da coscchmunto optuno ‘”bdstﬂmodclu.. :n;aﬁernatxcc_.
El tamanc de una poblacion esta descrita FOr una variable "x* qus=
podris ser el tamafic total de la poblacien, 1la  Froporcidn  de
INGlviduos adultos o alguna otra variablae rélaciorada - suceptible
,Ot sar medida. $1 la.cbservacién: de li 'poblacién puede hacerse en
cualqncr instante, X  sers’ una funcidn - continua  del  tiempo
i {,)ﬂ:). &N Otros casos, ya sqa FOr. limtadionss. técnicaz del
Proceso axperinantal o gor la naturaleza migms de la poblacx‘or»;
s6lC es posible medir X a intervalcs regular'es d& tiempo Cuya

- Ouracxm conviens tomar como unidad.de tiempo - tal ~r &l cazo de
Ciertas poblacxanes da roedoras. da-. la  region Artics, cuya
poblacién ' decae  durante el Invierr -y s reproduce’

vertagincsamente  @n primaverar = el .astudxo' | de loz cambioz
poblacionales de estas cs#tcits $& pukdan realizar corv Ea's'a en laz
OLs&rvacionas primaveralas - § x @S5 entonces uma  cantidad
wariable) qus cambia en u'mt,lnte" discreto Jde ti&Fo, 1.€. €
una i funcién- de verlatle discrats x:Nc-—) ®, x(m & acostumbra
dtr-utar por x s s o,t.a.l."v..;f i i

o

‘VaamOs Como se construyen alguncs acdelos de  crecimients de
poblaciones en las qua el tamafio de la Poblacxon x €5 una
varistble discreta. Lo

¥ x, es uns poblacién inicial, después de una urndad  de
tiewpo apropiada (vida media de los individuos, edad promedic de
Raduracian sexual , por . ejyemplo)  los  irdividucs adultos habran
SrIendrado  Nuevos irdividuos que Jurto con ‘los qQuie hayan
individuos de 1a siguiente gereracion, el nuevo tanakc Foblacional
sera d.nocado por X +En las siguientes genaracionez los  tamafos
poblacxonal.s nr‘n){ Xy '+ @tc. Asg, X, denctara al tamafc du
la th:én después Jda transcurr;d-s n urnidades de t-lemF‘O-si
1a poblacion esta sislada no existen rdlaciones de interaccion con
. otras .spoo:us W afm.tqn su tamaflo. Por otro lads &xicten otro
. tipo de fnctoros Que rtguhn &l t.aaaﬂu de la poblaciérn y Qque
 Poarian clasificarse en denso-dependiertes -  coms  sor  las
enfernedades, fartilidad, conducta social, etec. -,y aquélloz Qua
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sala dependeﬁ dé sy intenzidad, como  por ejemploc  cuando la
vtemperat'w“ aWﬁﬁn*a en 10° orados y produce que @l » % de li
Foblacién muera. En tal cazo el tan afio de la poblacidrn al tiempo
nes depende zolo de loz tamaﬂnu- px.-blncxonale' antariores 1o cual
s& derncta furcilonalmerte por ’

neg

Hews = Flxg ,x‘f,‘.'.'.,x"‘) ’-..,,'(1)'

e

La dependercia de £ eh los valqres x ,xi,....x . rcprcuntm

efectos acumul—txw-; del ncmero dt mdxvxduo; &n la; mems
anteriores zobre el tamafio- actual dc h poblm.xén: padrqs,amlo;.m
etc. que no han muertu hasta la gener u..xén m. Tambreen . pu.ch
reprazentar efectos de - ret.ardo ln 1a. r.smu ll cr.cuu(nto R 2
1a poblacién. Por ejemplo e TiEree momen pcm taﬂﬂo neriado de
vpublan:lé’n pusde dibtersd a una enfermodad qua entr. ot.ros . mfectos
FuUede provocar v.ma asreracidn mas dibﬂ cuﬁras cons.cuohclas an. la
poblacion e sentird an gen.racxones uas tarde. :

En un mod§1§- s;mpuhcado, suponoamos Cqua los padros
. engendrén individuss Fi Joe a&s:'ute aa lo cual mucrm ini:cs ‘de  que’
la ziguiente generacion aste apta pari ‘reéproducirse’ ‘dé ‘sods que no
hay traslape ertré- generacxones sutesxvas. Dtramd! .rﬁ:oﬁcn wo
las generaciones son separadas. ‘La relacxoﬂ (l) ‘se -scnenria B e
Ctal gaso como T Tl e T e

' ' X . F(xh R & TR o

- Por definicion ‘!i*x 2% una- variable no mat.xv;~ao‘nudo,,:§\;o~F
s una: funcidn ' Fr{d. «) —> 10.%). Un metodo grafico pars gdescribir
la' forma: como evolucionan el tamafo poblacxml con «l.  tiempo &5
hacer la grafica de F. también  llamada .curva ' de crdv_:‘mnnto‘.f
© Empmzardo con un vaior inicial L ~an’ al @)e horizZontal, levantamos
Ura recta vertical hazta cortar 1- grafica de F. La ordanada de
€zte punto es &l valor p-:lbhcxorcal_x‘ de acuerds a - (). . pues’
tomarddo. me0 - rit: iria’ Qua .

1 tobr epc-nemr:ne la recta de pondxente 1 sobre la graﬁca de’ F-
Fodeang re;:esentar a =, ﬂuomqnf.e «n el cj. horizontal como i--sp
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Wkl ra &N la f;qur. (1) y repetzr el -lgurxtmu fFara obterer
.r LY BEL suc-sxvamente. ‘ : -

FIGURA 1

Convarimes en llamar al éjevhorizont-al €l 2)e "x "y al ey=
. s . . n T

veartical &l @je x *. Al final, la figura que obteremss  al

tapatar -l .lgurltmu wl sufxcnente numeroc Jde VEL.Es @3 la de wuna k

“telarfia” te)ada ent:e las’ dus, graftgas.

7
Ve
7

FIGURA 2

Enzayando con distantas curvas O& Cre&cimlents podemos oblener
diversas tipos Jde comportamiento cuaht-txva.» en el cracimients Jde
publacroras decde un purtc de vista tadrico. Otra aT VeSS la  forma

w-plicita au F pueds obtenerse 3 traves de datoz e-perimentales vy
ajustes estadisticos. ' i ‘

S U modelo tedrice sencillo &s @l mdelo awporencial o modelo
-] m-ltms. En &l S& SuPOfe Que. eX1Ste  una relacion .f.onst.anta
wttre «l nﬁnro Jde individuos padres & hi)os

iR /x-r S Y% SO
luado e
X mY K
s n
y le Curva Ju crecimento as la . | o wee ey
4 e .
Of‘flC- da la fulu.léh lll‘nec o FiGURﬁ 3‘
CF{x)s v X,

&
»
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.61 aple.;mos. €l algoritmo iterative parsa FIOX) = X corn v > ¢ "y

ff,la ,p_ot-lucu-n wnicial X, @5 estr fctamente PosItiva  erfances iaf TR,

: Po&vl»ac:_én Crece de maners explosiva sin ImpOrtar aue tan - ﬁ-eﬂeﬁa’ b

es la poblacién fnicial. De hechc no es diﬂcx‘ canvercerse quer'-”
‘ ."..'v’xcl‘" » Yy como P> I entonces " crece expanencial ierte con.

B, Un argumento similar muestra que =i " <1 la pablacidr siempra
s& emtingue, es decir, X .tiende a cero cuanc#. e Creta. CEY.v
valar. X, * o &= un valor especial puas - cu..tqmera ‘de fos dcxs B
CasoL X, * © implica Que x = X, -...:Olo 'cual 8% de ==parar-a__
pues 31 irmcialmente la Poblac:én [ 1 ccro : segt.ura sxendo ceroi
ErenFre.

En un mdelo mAs elaborado debido
a Beverton y Holt “Ta forma de la curva
de Crecimiento se muestra en la figura (4)

J Aqui la poblazidn x; siempre tmnde a un valor de «qx ubr;o )t
que corresponde a la  interzeccién de da eurva _cc_mk ‘la recta de
perdiente 1. Lot valorez x =20 y X . .X. o sqb Ll,ﬁan puntox - de
«quilibrio por la fencills razén de qua . si empezamos con. un valor
¢ drmgial X, igual a Cual,qmera da estos valores, tr-toru.es el tameNo g

la Publdciél‘l t.cndra sxemprg el mismc valor.

'El cardcter cualitativo da estos pumtos ts: s'mr enbara&. Y,
distinte va que sl por alguna ra.;bn el valqr- ln;ctag x se -odxnc‘
#pehaz un poco, los valoru sucezivos x.x:.... tienden & ‘qlnar,:%‘,dcl
valor de ejuilitrio X =2 o 'y, 56 acercan al valor X=X . Por ¢lle. a
X*o sa la llama un punto de equilibrio inestabla iy a < s. le
1lams un punte ae ejullibrio estable. e T
Modalos tar simplas como loi dos antenores pu&dm oepl rcar -
. tetriCamente - smuacxoncs tan Complicadas como “la s:-;uunto:
Consxdaremos una Curva Jde crecimanto que e una; nodxfxcaclen de h de

. Baverton y Halt, c-:-ma sc muestra en_la fvaura (S).; L _.: e
; :

Nt

FIGURR 5




txa.clxa- & algun Bonerto conllava g l- ext:ncxén tot.l dc la

Qacs un modklo axqur.cx'al: con v o= e K,

s

quul. M representa la cara~igdad de Carga de la poblacién

wipecie
~ por enm.plo FoOrque hay dem-sudas k adultus que compxt.en or el
‘aliaerto impidierde que los individuos Jdverex llagen ‘@ Su wadurez

o E8tO hace que %' SERE puuto de euilibrio anestable al i

ftraym:tana eln a‘.rosa-romo‘l- P& S muestrq an:la fi1. :rura (€]

'Punuar s ocuan..xor. de crecimants - At Ve !
en la forma de wna taga de R |
Crecimients  yva . ‘que esta tiene wun

. cr-lonces - h stguumtc gereracide X et > x Fers wintoncg la rweva
: taﬁm k-"x RS MO QU Lt UbEa: K L xn Corede s Bat garer ek ien
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Que =i ez

Seial = EI angulc de Intersece1don d& ra-curva. de- crecimxentu
recta de p&ndu:r.te 1 sobre el punte de equxhbrxu 3"

. [0
Y la

_ -0
'/E M2rOr de 70
Fal Quez

&l valcr x= 0. La g.af:-_. J9& - X cwno funcidr de n - Prueds seguir una

d- W30 au- no dtttu\guinaues a x

aa una v-rxabl- aleataru. B ) A p,

En Oneasxones &5 was -dm.u-do

FIGURA €

£
ﬂwn hcado blolé;u.o uas dxrocto. _Tardrfamog entomces un modelo
'Qulvahinte a fz; ' : : L B

(x - )/x tf(x ) "“"T‘”

donde . proviens de un modelo tconco ‘o bien se determma
«nper. nmntalmmt..v Ccmu e.)amralo. consideramos una tasa de . crecimiento
‘constante - : EEE ’

: : (r ‘- x )/x 3" e sy
lmo so txm ERR I

n':l * .('12’ b’ 8'.‘

PR

Otr. nubnxdaa @5 que la tisa d;smmuy- cuando la ﬂoblhc:on
‘Buments , por erenclo  en  poblacidres con recurses  limitados. La’
nmi&\ loet:tzca : ‘

(’_‘,»,,,"*x" )/,xn = K= et

ac ta form mA: saru.nlla d- crecumento Timitads puse 81 x £ l(‘

antarior, La wrosxér- eavalente a . () & obttierd desrejarndo a
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X . Obterwno: entorces
med

? . xnu = >"‘r.(’ * k.- *n)'
La curva Jd= creci_miénto Fara Fx) =% (1 ¢+ Kk ~ %) SL N p.ujt--
tnvertida que cruza al 'e_)'e horizontal en ' = 0 y en x = I V+ K,

Caregulo de Anters&ccxdn de la Curva de  crecimiento  con. la recta <
ptm»ix-:nf-: 1 «sta cortrolado por el parani»‘:* 3 K y _se. puar
:damuzt:.v utilizando técnicas conocidas del calculs diferencial. qn;o‘;- ¢
: &rrulo e xr.terse-‘t:ién €z siempre mayc‘Ar ”du 4\3 s1empre que 0 € k€ 8§
con 1o que se &zeIUra que el punto x* es uri equilitric establ—* Y ,v [4

tiay Compoitamientos caoucos como en el mc-delo de la fxgma (7)

}

O]  remey bR

l‘;cr_; forna de crtlc:i_uhe.nto» limitado «s el - QQdelo dt -ﬁr'e-:iniohto d
‘Gompertzs T - .
¢ xx/x = ln@/x )

.dondt n es cl loquxtno natural.’ ;
¢  Obiervacion: -8i x es ll ‘tamafic de la r:-oba-.xén Ty x| < Kk
entontes kK ~ x ez’ !e qQue le falta por: crecer anto de -Ilegar a L
saiurtczen. L'et-erlames ‘eSeribir la acuaciédn logxetu:a ' 3 Come

. - "‘*‘("m; x)/x t(k'x)/b , o
donoe b es un factor de escala; 6 séa qua (K - X1/ b e lo au
falta por cracer en unxdadcs ‘de b. Esta ultima expr.sxér- tammbn Puads
tscribirse como ‘ ’

v-“‘(xnvulb’ - ()( / b)

.(x/b) (x 7 ®)

xX /b
Lol N
821 U@ rercmbrando X =X /b, X =X/ b &k /A

B - . B L4

fCuamion (7)) se puade asCrabir como eri (6). Uh argumento &nadago ¢

Puede arlicar 3 Ia ecuacion dx Gompertz C )
(xm‘-’ )!n)/xh s In(k/x)




'axttrxbu;aén Qe la forwa y &) volumari.. Er - dltima 1tnEtancia |

oy ststcm- tirnadanuxcU «n &l Que ccurrern Constantenaerte xnferCambxos

Srargla sobrant« del progeso catabdlico. L& disiracidon se lleva a

trataj o méecanico, es alanhenada an las gelula Componentes an forma d&

O& Un vol G dado dti-lﬂu“ 9 Clt en_ forma de 9 Cubdz Jd= L Cm Cada
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3.-CRECIMIENTO ALOMETRICO 3 xsw:mzco

“El crecimiento de los ser.s VIVOZ S19ue | Jdeterminadaz realez g

0

CUNETItLUCION  actual . del Or Qanlsmo «5ta determirada Por - el
SFrovechamiento cptxuo Je los rccur'os, V3r.:. Luz solar, Sﬂatdnulas

nutrntx».= €SPacio, atc. En cl $&rt1d0 nas abstracto un organismo’ as

96 Materia ¥ @Nerala con -l medlo anbiente agi que un estudio pracizo
ae tal oxstrxbugxén &S b.etantc complicads. Aquy analizarencs alguros
atpgctu. el-m&ntales dé la forma vy tamalo gue adoptan los zeres vives.
équhar dJe «llc, alguras corclugiores a partiy de  modelos sencillos
FUEdar d-trapolarse vy ser de slouna utiligag Fractica zokb:re tods dezde
wn Burto Ge vista Cualitative. '

Tomarancos en ;uenta solo ' dog-. Jagpectoz en nuestro wmodelo. El
Primar asp-gto S& ref:ere a la dxsxp-ctén d& calor del or3zarizmo  cond ;

Cabo @ su totalidad a trayis de la frontérs del eiztema. comod
BemOranas celulares.o pial en Organl smos CompuUeRstos. En  un medxo*
ambiente qus no cCanble dr_szxca-.nte, los mecsrizimes .reauladores como!
ol vallo, ascamas., plumas, etc. contribuyser an (Y127 azslpacxdn neta de
Calor pruporczon-l a la superficie dal Orgarasing. Ern @1 segurdo
45PECtO, la anergia necesaria para ®jecutar laz actividades rnormalas
gel ind1viduo come son la reproguccién, el transporte y er gencral el

COMPLESLOS quimicos complicados . (ATP, AN, carbohi dratas) que se liberan
&« la prescncxa de @nzimas para producir energia qu{mzca. ‘La energfa
Promealo alna;gnad- &S intonccs Proporcional cal tamafo o maz a’ CElular
y FOr arde al P&EOC del indaviduo. :
Estos oos Azpactos sobre  la cx$trxhuuxcn de  la materia wviva
buaacn :anularsc an &l sxguxtntc ROdalo. Ik oS CEryira e TAYECUS Yo
aara 1o Que sxgut . _ . . o
Im-axnenus un cubo SOlldo de I-du {. El area v el . volumen - gon
cntun;-: = ¢' vy va /2 rcspegtlvgmentu. Surarizamas que  dizgponemnos
s
ww, .3 Cual da lac tres dxspusxgzonés & T MuUEstran abajo ofrece una
BUNCr Arcs eXtarre 7

4o% VER FIGURR | ¢se e S
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FIG. 1

Cada una de las disposiciones (&), (L) ¥ (.:) skimularia diztintas
racidades de di;ipacxbn Calorifica traur-do{-:é de un orgar:ismo;l E1: o
ardo todas elias terdrfan la mizma éantidad de  erergia ainacernada.,
QUITISramos minimzosnr €l frea’ expuesta es fac1l  ver  que la
rosicion (o) es la éptima. La maxima Ares expuesta se oé-\:ez‘;f_“ié R 2
\sideramos Cada cubto por Qeparado éomo en la figura 2.‘

F1G, 2
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2

La seleccidn 3= la distribusydn Sotina €z n proces

© coarlejo de:
iritervienarn
% _én_ l- seleccion dw la t:unfxgurac;m Aque  son encierta  forma
irat&-;&’u:ui. For. un lado Se asta crer Ila e la cénstruceien de  una

vcmfagur":én Fero & la vez & almacera en furm. de erergia pot-nc:-l.f

Simlemos ahora &l cre-.'zmxento de. un organiimo. agregando mas  y
[} ¥ cabol Jdel mumo t-n-ﬂu. Necazxt-lnus -utum:es tres variables 'par':-'\
describisc Ja forma dél cuarpo: Lar 1) (x) ancho (y) v altura (z). si
oespre..iamos Prutuber-nclas del cuerro, ®l volamer sera ‘
' g : V3 Mey.2 , .
81 sdemaz la densidad es aproximadamente constante. =ntonc-== el peso
SRra proporcxoml ‘@l voluman, y por le tanto al produ».to Xoys2e

: : (Peso) WK Meyez . A

V&amos .hora un caso particularmente sxmple de crecimiernto en el ;
Gué &l cocienta da cu-leSqul&ra Jik las dxmensxones X, ¥, Z permarece
constante con el tiemro

Xy =Ky ya ek e, R

otte tipo de cracimsiento sa ll.ua un crecimiento i'om‘tr‘xco. En tal’
Casd tengmos

LN l' .. .
n.ndo & Cualquiera de x-s dxmir-taorn: hmalcs X,y & z. N-:ct-ainos :
an. 1. formula « & s la RISME QuE para un cubo de lidu ¢ de&

- d&nsxaaa n.onstant-i. Ezto sigriifica que an &l cr&cimianto 150m0t.r1-:o e'l‘f-,
' PEES ¥y Cualuisra de las dinensioras .iir-.ilts «stan en la .mxs}na.- ;
relacion que %l . pezo y @1 ‘lado de un cube. Per ejempleo. si  la

driernEide, ¢ s d\’ar-l{»:a. el Pazo - sk o-:tuplu.‘, st h dimergion ¢ ‘s
.‘., triglica el volumnen u mult;plu.a por 27 atc..

de Voewm '\,'

u=59r‘ : ‘ ) i X

FIiG. 3




2
o

"dl“ﬂiloﬂvt e
totbl Qs ‘ aprox;mdamte el doble ‘del

; m-yor crd;n de 'nagnhha».

Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

—f-

4

ainos qus Pira wn cr CEeY Y1, «to :somé: riz - 1=
A Illm»ﬁl ¢

,proporcxon-\l & cuade &t de !a d men::.

8T

El s:guacnt. argun«'to mestra eor
anxtud. L1 coerpo. puede.

son del mi s orden derr

las tres diuansimﬁ
Y 2 T3 _Cl’&t.i Br w-vcionilmﬁt B

.prpxnurs« por '.r- paralelepipmi-,. cu, ¢
ualquura Coe  laz dinensx.:»v CLoN 33!
én*éhd*

L

al  Cuadrasac dc
nuchc. mmor aue lasz otrae dzg«m_- z

"’0- : Subf. = ld i dc

damnnonqs b . y ERCTARCI

by

un crecmunto ' jeometrico  con.

R-;n.mundo tcrotnos que para
varfam <como " o l’ .V

“"l‘sldhnﬁ Cﬂﬁtiﬂ%‘ Cl PCSO w . Y .1 8v‘ea .

- En cl crccmunto wombhrico, Como‘ su nombre 1o 1rdu:a, la ‘fbrn.

ante dado €% und Lecopia fiel”
el cr.cinunto dc un cubo

Sal cuervo cn m inst del r‘anntqu.,i:or .
 Esto.Se sprecia major & g
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CRECIMIENTO. ALOMETRICG
{ _E.r- BUChCS . Casos $& ha observado experﬁmental:ﬁénﬁe ana 'rela’cxi
I . oel tipo ' ‘ ”
' wsald "a,b ctas. b % 3 ceo kil

entre €1 Fueso w vy la longitud ¢ dal  individuo.  Estos  rezultadd
son compatiblaes con la hipstesis de crecimisntc 1scmetrico, Tus3e  urn
buena warira de verificar la'hw-ot.bs.xs dé crecimients 1sométrico e
graficando w contra ¢ azperando una ralacion coms  1a  moztrad
arriba. En general una relacidn del tipo y = & x° se 1llama una
relacion ve alo«aetr;é. S_u b= i Se l} llama un Crecimlentyd  1sonéteric
de la variable y respecto a X, 16 cual e consistente conm 1
. dafinicion de 1somatria dada antes ya Que Y = @X es equivalente
/s 2 cte.). - ;

Tarto la longitua ¢ cm ‘#l peSO w Jdependen dzl  tiempo t.
Tomando an cuanta la relacién. de alometria w = .a & Fpodemos obteéne
el coumportamiento de wit) i congcpnos a .((t). For ejenple 51 la
longitud en funcion de la edad siﬁue" un patrér exporencial

' L) w e <&
entonces For la eCusCidn (1), w tanblén créece sxponencialmants cen €
wit) = 5 toh > ‘

En &l wodelo de Gompertz,

X -t
&) = lo éxp((to I‘QI &

luego © wit) =a fo axp (D l° /‘m' .y

La relacion del ares al peso def.-'a_rmxna la eficiencia (& el ,
1 organisimnc. Fara un Crecimieanto alometrico '
R T . ex1sl ‘ ‘

-  Qi MO3S QUE ANCLV1ITUcs Fequefios. dasiFan calor en Proporoion mayor — Que
' los grandaes en relacidn a iu paso. Ezto exXplica- que por ‘ @janFlo un

raton t‘.ecéixt»e IndErir una Iran Cantidad de alimentos para compensar

#sta Ferdida. Loz Mo peuelos necesitan maAs &3ua que los adultos
} Para compensar <ita pérdida  de calor (y agua a travez: de la

¥ sUdGraciont .



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

Ohtros azewztes ne e a b il o - _'

louen bot ’ ‘m_r\os ersacntlion de la forn: da low  seras viv3

: ¢ Fatrones similarez. Ta - L : . _ DRt
total (& v sui di s ot Tl 22 el caso por cjempio de ¢ laYoreit
o 1 ¥ sus dluehsiones parciaies (2) coms la dorsitud dei- tSeas

endremni [= T2t ) . !‘"&"\O del URr PG e‘ tz. '.'-‘Qd":'.:” e ‘l"k‘l oras gl - ’!i‘ -
> , 2 .
“!‘O)'n‘tl l,:: ) o ' |

v

iy

~ [T, - R e Ty
o > S 3
3y e e Ty foa oy 4
. sebd s -
~ X & re =
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4- TASAS DE CRECIMIENTO

A vecas hablar del valor de una cisrta cantx&ad- 1o Nos . dica
sucho, por e)amplo si estamos estudiando el craecimiento de los cardosf
N unk gran)a y Jacinos qua en el mas ds julioc su peso promadio. fue de
40 k9., sin otra referencia, este datc nc permite decidir si  los.
Cardos tienwn buen pesc © 1ol lo mismo OCurré. por @jemplo si &stamos
tratandc con con ¢! rendimiento agricola da crerta zona gecgrafica Y
8010 mencionamos las toneladas totalas producidas. En &l primer caso’
POdemos relacionar, por ejenplo, el 'paso cornn la edad vy extraar
snforsacion acercs ds las edades en qua los cardos ganan mas peso y sij
coaparancs asto con la cantidad de alimente que consumen Pod&mos‘
decidir sobre la adad sas adecuada Para sacrificarlos; en la sagunda
S1UBCiONn mencionada, resulta muy importanta relacicnar la producciénv
-total con s) nimerc de hectareas cultivadas, numerc de Campazinos,’
tractorss, etc. lo Cual permite estimar por sjemplo @l incramentc da
la produccién por tractor, benaficioc por campasino, etc.

Las anteriores son situacionas distintas donds .variables da
Antards {x, y, Z, ... ,W) aparacan relacionadas, cada una como funcidn
de las otras, es dacir .

¥ 8 FUXaYrZseaasW) § ¥ B GUX,¥sZrvcesW) § W ® NiXsYrZraanrh)

© braveasents FiX, ¥Ys Zsoos, W) = @

¥ 58 quisre estudiar sl canbio da una de ellas con raspecto a las
otras. ' )

A continuacién darsmos a3l snunciado matemitico de asta cuestidn
restringisndonos al caso ds os viriablas qus denctaramos por X & VY.
SuponNganos qua ¥ viane dada en furicion de x asdiante f, aste &5 y =
fix), Dados dos valorss da 1a variablae irdependiente X ,X + AX ,s&
| obtianan dos valoras da y no nacasiriamenta distintos y(x) y yi{x
4ax). A la cantidad yi(x ¢AX) = {x) sa le llama incrementc da vy ,al
Cual 22 derola por Ayixidx) indicands la dependencia da asta
InCramenzo sl valor da X .y da BuU inCremento AX, aunque £1 #sto sa
sooru&.ntisndm puada ascribirse simploment; Ay. La razén de cambio. de
i~ Y respectc a X correszondianta 3 un incrsmentc AX s¢ defins como el
‘ cocients

Ay {x, Ax) JAx ees i)
Bi Ax > 0  entoncas !a taza de cambioc &5 positiva 1 y 30lo 81 al
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incremanto Ay{w,Ax) e«s > 0, o SOB %1 YI(Xx + AxjAx) ez maydr que y(x)j

agd, Una tasa de cambic positiva Fura cualquier incrementc Aax positivo

“dmplica qué Y €3 ura  furicidn cracierte de X. Si la varisble

independiente «3 «l tiempo, a Ay/a8x la llamaremos rapidez de
cracimiante de y, $i ¥y es la magnitud de una varfable B y x es Ja
magnitud de otra variasbile A, entoncas la razon de cambio - (§) sa

. 'inttrprota cone la cantidad &n que creck B por unidad de A en

promcdxo, Cuards A varia da x a X * Ax.
Ejemplos

- a) Dal pr{ncipio'do Pascal se obtisne qua la péoi:én P dentro . de.:

~un ISquxdc 1] proporcional a su profundidad h. Esto quiere decir ue

' L. ttsa de cnmbxo ™

: P ‘et uns funcién de h y que el valor de P a una profundidad h es ' ‘c+h

con € > 0 una constante -, P(h) = <€ h. La presién a una profundidad = h.

Te Ah «x P(h ¢ AR) = ¢ (1 + Ah). ‘antoncas el incrcmonto de P as

AP (h, Ah) = ¢c(h + &Ah) - c-h's cah

&P (h,8h)/8h = cah/ah s c .

Esto sionifica que la pre;:én aumanta ¢ unidades de pr.sxen POr cada
ffunidhd de longitud _€on que crece la profundidad. Dobomos notar e
v.,lh aste oJcmplo la razén da cambioc es constante Yy nO depende dea h ni
B do ah,

o b) Un cuerpo en caida libre raecorre en un tiampo t  ua v

Cdistancia x(t) = ¢ t¥2 . El tiempo t sea mide en segundos y 1a

ftdlstlncta X en metros, S$i en t = 0 , x%(0) = o, tomamos  un

, :tn¢remanto At = 1 3e9. entonceas x(0 + At) = x(At) = x(1) =« gr2 ,

rHPOV o tanto la distancia recorrida al cabo del primer segundc es
fx‘f) = x(0) » Ax(011) = g/2 matros y la tasa de cambic es

£¥(031)/1 8 9/2 wmeeg.

“ﬁ!to $& interpreta como suz &l cuerpo cayd en el primar segundo &
-razéh de 9/2 matros por segundo. Al término de 2 segundos el cuerpo

ﬁhl :aida und lorzi. od dgual & x(2) =g-2%2 = 2. ‘9 1 entre al segundo i

Sasipnr

f{ Segurdo 2 , se recorrid una distancia
X(2) = X(i) = Ax(131) = 29 - 9/2 = 39/2 matros
“ X(1310/1 % 39/2 moneg.
!o cual Eianifica que el cuerpo  cayd a. razén de 39/2 meeg.
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A difarancia del «jsmplo anterjor , asuf la razém Ax/At dupgrds de
valor da ¢ y de su  incramento At} de hacho ’

-xX{(LIALI/AL = g ¢t ¢ g AL/2
COmO S¢ Puada verificar c¢a inmediato:
x(tlAt)/M. s Ix(t ¢ &%) = x(t)}/at
= [(ga)it ¢ )% - (./a)t 1/4t
= [(gmt®e 2tar o at)® - onrttizat
= [(gr2) (Z) (ALY} + (g2 (AL)%) /4L
= gt ¢ (g/a)At.

¢} El néaero da bacter;as N en condicioneas favorzbles creca da
acuerdo a la férmula
N(kel) @' v N(K) , k= 0,1,2,..  (2)

El tiwnmpo lo consideramos discreto, bajo la hipétesiz de que lcs
organizncs s& Lirarten pasado un lapso fijo, que digamcs tier:
duracicn de | seg.

81 inicialsenta hay Ne organismos, aes decir N = Ne ,
sustituyande en la fa&nula (2) obtenemcs el NGmero de de indivicduos &l
cabo da« .

1 segunco N{l) = r No
2 segundos  N(3) = r N(1) = r (r No) = r®No

3 sagundos  N(3) = r N(2) = r (r® No) =rPNe

k segunrndcs N{k)

"
-

N(k-1) = r (r*No) = riNe
N(k) = rNo ...t :

N es una funcidn exponencial del tiempo -~ el tiempo aparece como
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.axponerte ’1“‘;00..1&7'5’5?!’7&‘51}»‘?1 AQ). . podimoz . calcular. la rapidezr of

cqg;’hpitrgto q- N para un ir-crqmentc Ak = 1 seg.

lis

N7k = (No P8¢ o No %) sak

= (No r¥*! - No M)zt (Sts-')cntancos
ANZAK ® No r®(r = 1) = (r = §), NCK) ... (4)

par tanto & loz k SEIUNJIU3 la pdblacién creace a razdén d- (r-1IN(k
drdividuos por segundo. De (4) se puédq var que si , r>.1, el nawer:
:d. individuos da la poblacider creace conforme pasa el tiempo 'y @8t
,. oogerresponde 8 una rapidez da crecimiento k-asitiva; si r '>_ 1 L
7 peblacién decrece y ls raridez de crecimianto es negativas por gitiso,
et significs que N(k) = No ,0 sea <que ‘el ntmero da individuos
",nrlnncco fijo vy de} (3) se obtiens que 1a rapidez ce crecimiento et
" cere. De hecho se pueds hacer la sisuiente observacién genaral:

"';"."61 Y a3 funcion de: X,y ésta varh en el mtorvalo [a,b] entonce:
$) Si la razén de cambxo de Y as positiva e cualquier
T subintervale de. la,b) ‘entonces y - 's funcien creciante de x.
4i) 81 la razM de cambio da ¥y ‘as c.ro . .n todo submt.orv-u
‘entonces ¥y et constante. Por ultimo ,

; " 35) Yy es decreciente si  la razén de canbio es hegativa er
* cukleuier subintervaloc. = . o B I S
L0 ¥ Les raciprocos de estos enuneciados --también se ’cunp!om' Otre :
o chelente importante es 1o que llanm'mos ‘tase - de cambio 2 T
'v“"i.‘,doﬂnim: como " 5o - o S

R S e vAy(x}Ax)/Ai'lv(x)...f s P
_.':v,vv PO 63 Wuz Qua }a rapidez de cambic de Y r.s’poéto R ypor unidac
ﬂ',dd'f. A mcnudo el ncrementc ' Ax se toma de una unidad y en ese Casc
V,vi‘l cocunto (5) se convierta en ’ ‘ Lo Lo ’
an : o (yix+1) = yix))/yx)

f¢ut'ndo X as tl tiencs, &« la tasa de cambio se le acostumbra llamar
. taga de crecimiento. Mostraremos el significado de esté concepto cor
“algunos ejemelcs, : '

" d) En al & anplo (c) Ja rapidez de creacimiento correspondiente

W incremenio Ak 3.1 se9. as N(k)(r - 1) bacterias/seg. antonces 13
© tiss de’creciniento es o ‘ ‘ oo
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AN(KS1I/NCK) * (N(k ¢ 1) = N(KIL/ N(k)  (r = 1) s&g " .

esta tasa dé crecimientc as constante 'y significa qua la poblecicr ]
Crecs Cada segunds (r = 1) irdivduos For cada 1ndviduo due hayk &
h poblacidn,.

&) La siguienta txbla .ouastra €]l rndsero de habitantes en Mé<1C0

pcueras £or lus Cansos Siguientes

$ cu hablitantes

(Al
»
e
[N
(X
-
I X
afe

48 225 238

o
'
b4
«
»N
[~
©
[ =4
g R

El ruimaro de hnbn,am.-s N se puede suporar funcion dal tiempo
¢, M.» Nit), perd dnscta’bccnos 1a resla de corraspondencia N(c). Da
mﬂao i Ia- «mla conecnos ‘SUS valoras corr.spondiantcs a la
aocadgs 39&70 $910 , {,. 1960 vy, bajc slgunas supcsicioneas $
M ﬁtmu las poblaciones en los afics faltantes. El incremento &
1 m& 4900 - 1910 Nismo) = Niwsoo) » 1,553,110 . 8i,
SUPCAERYS . Gue - 1a rhf-:dg:l de crocxnionto fuéd constarta & &Sa déCuda,,
qus |}

.ntms LORANGS CCR0 mxd-d de tiengc el alo encontramcs
rapicez 06 crecimianto fus de 155,311 individucs/afic 1 pPoOr 10 tanto

Nisses) ®= N{spso) ¢ (155,311 ind./aflo) x 4 afics
. 13,607,259 + 621,344 » 14,228,603 1nd.

& Cubntos nuevos individuos procujo, en promadic, cada habitante d
1900 an la decada 1900 <~ 1910 ?, Psrx saberlo $olo tenemos qué
Calecular la tasa d. craciniento, tomando como wnidad 10 aﬂus. asi
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i) < Nlspoo) : '
1 deceada - €15 160 369 = 13 €07 2%% ) o decada

¢ 17000 i3 U7 255

®= 0.114 década

710 0RO Quiere decir qua cada habitante produjo, en promedio. en o3
_ ¢ GOc3da {14 milésimos de individuo. Si aste ninerc o multip!ica 'po
,100"” 6 6tmiintn lo . que gereraron 106 indiv:duos qQue en' esty cas
;A;r.sy_ult,_a & »,n 4 3 dicho de otro modo. 1a° pobhcxén de México crocéé
M LAZa de 1i.4 % en éza década. En caso de nabersae nantmxdo as
" tasa durante la década siguiente, en 1920 el ndmerc oa habitante
habrian sido de 1€ 8§ 651 . En efectc , si en 1910 habiz 1% 160 36
»r Cada uno produciria . 0.114 Individuos por decaZs’ v on soba
procreariar 15 160 369 x 0.114 = | 728 262 nuevos individuos . 814
estos individuos les agregamos la cantidad en 1910 & obt.um 1 ¥
cifra corrtspondxent. & 1920. Observemos que en roahdla 1a ,Boblaciar
‘decayé a 14 334 780 wn 1920 Y la tasa para $910 - {233 fue &
=0.0%4 , o expresado porcentualmco =5.4 %X por década. T - tas:
. anusl const.ante Q9 S8 necesita para que la mlacxm Crexsa dei rivel
‘dtdo on 1900 al de 1910 7. Para resolver el problems - desamot
sxorasar 108 niveles de poblacién en términos de § 1 Cadas  Lridividc
pProduce en L aMo q nuevos individuos, por . lo tanto
N(spas) = Niseoo) + Q N(seoo) = (1 + ) N(ssoa)
N(1wo2) = Niseos) + a Nlasar) = (1 + @)% Niiwow
Nispos) = N(woocz) ¢+ q Niscos) = (1 « q’)’ N (is00)

siguiendo asi concluimes  que

Nisoso) = (1 ¢+ @)'° Nessga) .... (6}
Pacrejande de . la ecuacice (6) se obtierne el valor de g
a = {n¢ .uo)A(wo)]"“'L cee A7)
el valor de @ s£¢ r.ede relacionar con el valor de la tasa por cécada
q4 Come si1ue: oo aufimicien

L T (N (s0s0) = N{2e00) ) /N (4000)

Por e scvacion 6)  resulta
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Nisoo) (1 ¢ %% Niooe)
94" Ni{isop) - SO

'q;'“"%)w""

Esta «Cuacion &5 la solucidn C3 un Casy particular 43 siguiente

Pﬁostm 1 Sc tmr.cn $ dntarvalod de . tiampo s t ....y?vs;f Ly
curtas tasas conocxd;s & Cada xntarulo q =h< - x‘y.. K . -

‘o‘:.f Mo SN nes QR KT Mg, DRy dondi A ‘reprasents el
valor dc x al tumpo t -(- u d&cxr L x(t")v- Calcular la “tasx "en
‘:cl, ,‘f“?;’“‘? os t & t; :

R:ESPU‘EST:AV Se csl;uunv_,,.primkro los valcras intermedios = 7 o
e U . Ll . R -

,;‘? Xy ¥ X, . u v e )"
,Vt;“..llx_.oq’g,‘l(l'q)x I(l’q)“’ﬂ!x
x.-,x.vq,x-noqrxnu*quxoq)uoqn:“

Xt Xgos? gt (1o g xg,n (0L v S AD X,
© & rotacién sbreviads
. ® : - .
x‘-x“]‘_[uoqu - xouoq‘)u'q')...(tOQ‘)
ket o
e toms | . x = valor wicial ,

N s  wvalor  final

e
e (xg = Xg Vg ® TTeap -3

Jueoc 1a tasa en el intervalo (t A1 s

S

kg
-

Un caso particular es cuando q, = # i.@, todaus las tasas  son

1guales, luego .

5 s
l’q‘ll(i'P)'(l?p)
k®a

PROBLEMR 2 e q la task cslculoce en un intervalo  de. tiemgo
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a. ; ;/xo
qto. qonuel (l * q )

S aezsin et uwﬁ o
s; ls: tau n&nsual se¢ m.-ntune const-ntas dur.nte ;?MW:

L7420
quo * q-on.ucl.‘ ‘-l ¢ q!,)‘ » Ny ‘ e 0, % ATy

¥Ys que 10 afios = 120 meses. Si lnﬁ tasa semanal es cqns
Gécada. ' R ' A
q:c'p * quncri,‘;..:” ¢ q\‘

Notewcs Sin embargo un hecho curicso i

“10x q _  * 0.1081500
120 x q__ ® 0.1075650
520 x 9.0 * 01135800

@t decir, aun cuando q tx‘nd. & cerc cuando s cr
s q tiends a uq v.?r fijo . »roxtuf_
mm&ucawu uto um-i S Cal "

s Uy s t'ji"-.f'oféﬁvaé.‘

' s«ns:m las cosas al maximo - g Mﬂs
um.um consnnt.o en cada subdivisicdn.  del. -m
Mr 301 bmro dc Asubdivtsiupcs .Pegaips . pesik

ubdw:dnos nto en 3 partes - ;geuu.s.
cucnﬁot - . El t.unpa t . b_n‘,u‘r& ‘entorcas
$- “)ms Y nﬂ s-.smos.‘ ‘ oy
- , : soritog Bt
n/s S t‘-‘(r-ﬂ)/{ . s el et
. B ) . vﬁgﬁ‘ .
Trounos de r.prt.u-nt.ar .sta situacicn & la Slﬂulmtt’féﬂu!l
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! N({‘)] .

B SRSV - o4 o
R
L4 .. : !
N 1..° . §
o . H
t 1 ¢ ) 1 .
o 3-8 alg aig  fnrk U nessg . Ta,0 = .
i $afion

Por €jenrlo . 21 quaremos encontrar la poblacién el 16 dw septiembre &
las 12300 hrz., &l hacer la divisién del afio en mases entonces un
nes corréspende a  a-s12 de aflo, dos meses a2/ da z%> ate.
entoncea ' '

8/12 S 16 eopt. t2hre S 9/13

A LN e !5...“ i |
s 83 3483 ARR & &

1 !
en feb uiﬁ' B{r Ié] .’Jn jllt'! 0;‘ 5:,1 .:i N&I D‘IC

[1
r I

Entre ma: grande sea s mas fina serd la subdivisién y mejor eerdé o
proxinacidrs n/g ¢+ . Ya que la tasa en cada . subintervalo as ..Q’s ¥
han trarscurridc n  subintervalos da tiempc tendriamos que

NG = No (1 ,qJ‘ . e

Bustituyends ’ (1 +a) = (1 Vv

NeD xNo (u e @™ = No (1 + a)™?

q e dade, de modo que la aproximacien 8 Nid) depende sclamente de
1a zproXimacion nsg ¢t haciendo qua $  Ccrezca ondafinidamanis v
seleccicnande a n adecusdamente podencs hacer Qque ny - de modo

que tendriamcz con toda exactitud

7 R o= Ne (f ¢ q;i

Esta sa llama ura relsz-:on esporancial entra N y t , © s@ dice que
N craca ewporencizlmerits con ¢t ya <ue la variable indapendients

apArece come Exporerte. En general una expresidn da la forma

oy B

®C 1o

a e w

Sl b axpansncisl con base b . Por comodidad, se
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prafiers Qt.ihzir Como basé éicrtcs nimer os espreciales cono ei rdinare
e , la base 10 , etc. Padaaos’pisar da& ura base a otra utilizardo
1os Jogaritmos comd sigue 3 Si por ajemple qQueramos eaxprasar una
expurercisl con basa b comc exponercial en base 10 &€sCribimos

e . 10

at
donde & ¢35 wia constanté a determinar. Tomande t = 1 , cbtanamos

, b= 10°
tomando logaritmos basa 10,

log b= a

For lo tanto
b‘ - 10 1 logh

Ardlogamente para pasar a una base & *= 2,7132818.. pon=mos

Bt . 0t
luege,
» b= e®
Al tomar ¢ s 1, obtenemcs
inpb = &

Sonde in es el logaritmo base e
&3 risaro @ epParece Con naturalldad e problemas da tasas de

creciuiente. Por ejenmrlo volviendo al preblema da la fpoblacién en
México adonde teniamcs

B R O R T

Comc habianos obcearvane, o) frodustc g g tiinde a wn rdmerc  finite |
digasos G = 0.1138. Entorices '

Nik) = No ((1 + 54 /5)%,™8

© »roxabnmﬂo 3 qs - Q
Nty ane [ C1 eS| ()

S8 pusde JdencosStrar Que si tomamcs s - ®, la cantidad (1 ¢ Gt/s)s
S8 ACerch a un nimaro finito. Este nuimero eg precisamente CQ‘ Por
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ejenrla. tomardo Q@ = 1y haciendo sucesivamente s = 1, 10, 100,
100 cbtenencs ia siguisrte tabls

s (1 ¢+ l/s)s
1 2
10 PR EEYEVE)
1o 2, 7045133
] 2, 710929
S 10uu0 2. 718145y

dtdonde ze advierte que tiends a e = 2,7182818 .

En jl ejemplo de la poblacién de México en la década 1910 - 1920 de
acuerdo con la &cuacidn  (7) .y recordando que n/s = ¢t

N(t) = No .0.“9.*—



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

~86-
5 AJUSTE LE CURVAS.

Erv laz Crenciras ezpeflmeﬁt"l&s‘ & mEruSo Te tx»n= WA Eerls

MediClones Que Jwscribern al p?pc ey & er—.tudw Y. NGE de laz ctapas
le 1rvestllacidrm &3 ercontrar-una r l 1

<1 funcronial ;cr:»t =
®JakE o - o :

T -

a) En &l crecimiento de lo< or;=nx-mo< de wuna pabl *1QQ
Foarsan uga;r &l peso prom-dxo E) lu lonqxtga prfﬁédxu L =
organismos A «dad . 1, 2,3.a000 et € conunite B d:;tm‘ = :
ternas VL L o A menudo SeProptne adnic re Ta

wna funcién de la forma

‘l) Pt ag,‘:.s' € i, et

Pari cada parela de pardmetros (a,b) se tiene una relscidn diztinta
O& %030 Que la Ccusstidn &3 ) como «legir a ‘y t de wods Jue  la
funcidn rasultante coincida lo mejor posible con ruestroz dates ?

B) Swpcngamncs qué se tienen datos menzIuales én wnia ITone marina de
saliradad S , evaporacidn E e intensidad de radiacion Solar I .
Surante 1os ultimos 12 meces Yy de la temperatura supesrficial 7T
8010 Jesde hace 8 meses. 51 se& quiare estimar T para 1oz primeras 4
BasEesS. wna forma de hacerlo es encontratr & T Cund funcidn  de
.E, I/

(%3] T = f(S,E.I;

FUSTItUuyando an eita expresion los valores de S,E.I d2 loz erimeros
4 Buses EnCOrtramcs los valores rerqueridos de T. La:z caracterf{sticas
el froblema sugieren que T daebe ser furncidrm creci
de sus varlables ¥y s& puede buscar a la funcieén f linea
slakple, &S JdecC)r

T*aebSe+cEedT e e €3
Con objeto gde terar ciarta confxanz; en 1a extrapalacién aue sé  hasa
Para 103 primerox 4 mes«z, los parametros 8,b,C v d se aebten wlegir
de wode que la relacien (3) coincida 1o me)or posibls con los dates
oS arvaaos. '
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. : . S —8?" ‘ A E

& 2¥ La tey de enfriamlents de N—wtw- eztatlecs Sus e *un cutrp’o“

25t enfliandi. Ta faptrder “q°  con Aus 1o temparatuea” Y

qud’
:_, Zambm"ﬁ grdparcfanalF o T diferenfra entre ls tempsraturs d 3 ‘e...’;b nx
’)“;',»'_a"*arwrf—>‘ shrd constarits Yo que 1o Fodes 0 AT e :

q =K T =Te) = ..y :
La'?c-r‘.zt-e-.r«trz K depends d=l cusrpo Que e Eits enfriands.  Si ze

&'ﬁﬁ.&f‘x dos medidas exactaes d&‘,T y su.correspondients q . T2 FusdE

P SR

ralmem.-& no sorn e@xactas

-

ﬂidil‘u:u?:ar K. Sin embar =0 1 £ madxc;ﬂﬂéa 9«# :
on,tder«-.- vord',,dera, mdz e dosl

(ﬁ:T) ) ier&n c.;uneﬁle;' hoda que . solo podencs:

o la pro,.-:;c’i;d du qs.l i-ﬁ —":vuu.ld- ) ‘lo__ mayor | Fosihls
’~—vu~»ﬁ-—n~ﬂ~~>‘-"- - ot e o . SR . D

o e o '
st AR

B Avors drie Drzaremss iﬂetaﬁ"ladim&gme a¥ =
srizdlez X @& y relac®snudds’ linkdiments.
$oad PR E R

y B2 '#Lalear'en areontrar 10% valc-re-, dv‘ avhb
‘ éoéré;pondi:-nt= paza “40, ma Facerca, posilla a U
M:s %, BlozlanRle, c)g‘es d-eA"xe "-:v.__“i"ﬁ;!:-fx'v?.,w“
nguwntn*-‘ tres patesae- e puntos id !:a .. H -,“j'g)-:\ ; SURlTy
.l'es,i.a cendients 8 ¥ z- orr‘mﬁdu zl or Lpen 'ub degila recta  Sue »b}a"‘sa"'
ln ‘mir Cerca pc--'zuhs dd &;tés 3 puncn’ j‘ E' 9%’19' EREO oz B :Qunto;'v "
dﬂe*‘ son col xneileﬁ y,,,iu,:;gn;ﬁcg da = i 93&‘9 B ‘e
Cpuntewy 2%8.cue el vﬁor tw{:av:ia ga @ a5 & yralidey ?‘,-?&3"«';-*@54 ol

ey P

e

a E N
B AR A
- & .

de. Bl mers

‘.G'Obvxo que ;.u.:d':vnev otra recta pa*art mas l-g,m'-"

“Punkos. Por wyemsle 1a v‘ecta d bu;ar_u gt & :da @ \a grifu.a de
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Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

| - 88~
yc93X-3, Enxe=e1l, e valor dado de y * 2 y &l calculads con
laragla Yy=Z3 x ~ 1 as yd)'a 3 =4 = 2. For lo s vaspe-:t‘a &
K., el valar .dado ae Y =4 vyl calculade &z y = 3s2) -1 s &
&l @9reor .r.tre @l valor calculado vy al valor Jads a3 d& s - & = .
: COnglderenct. ahora &) Caso “an €} Sue @l reswltaede  ded
- Furitanto es COmo Muettra la tabla ge aba ol ’

e rafice ak
v ’s:parax‘Z'

P
&l
el &rrqr “ _'.lcs

WY grafu:a ae ln funcn:n ‘ys 3)( ‘as una recta 2 Que pasa por P2y
Fo .\ o esta ccso ﬁ: - io = 8, pero

'Er. .l Casc dt 1a rec E 1% lis-m de los errorcz B c: iaual a8
gy <on la re..t.a 5 F cg' '3 docu’tos' qu.i ‘ . cs una R Jor
mo:uucxan - los/dam Qute

bun ue asti MAS PTO/ ima A los
l 1 *ﬂav otra rm.fa M Sea una

BRI 1

Qnum: ar wl RO zié&jint.i :

i .vd htz.v:l,....i i¥nl. . ancontrar la funcien
y=3x +b de -oao qua la: :m O arroras

sealo mercr potibie.
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e A contanugecion samnos  a ra;olver‘ ette fFroblema con. el  error’
”:'d,iﬁ,-.j.j-:» coing QR
L £ = (you -2)’=(n¥-+b—;’§2

,1 ccw'-sigt.:ier.te
AR a. - +

PRI K¢ b)x?(ax‘ b v) | ‘ , |
wpor €l momento esta fusra de rueztro alcarce justificar el porque
y def1rn1c16n d2l error de ezta manera y no comc A% 4 b - yi.

g8 pusde encontrar en algin libro de eztadistica.

La solucion la daremcs en tres pasos i:‘omo 319ue Lo
Y Para cada 3 fi)a e‘ncoht'rangbs b tal que F ez ninimc o
za su valor minimo). Este valor de b es funcion de & R

2 Sustitufmosz en la expresidn. de U F 1:{ elvalor B y F
onces - funcién de @, MR : o R

) Encontramncs & tal aue € S es mirnimo..
. . I ¥

’")'h Sea a fiza Lt
Ewm F(»b) =T (» x\ +b -Y-J
=L} +2b(a¥t-v‘)+(am-v-)’}

Sea A = 3 xi - y\ éntences

Fanbla 2 (= As) b + t At cowlot.ando cuadrados

cn(,,,‘:m)a,(“u (tAt )'
o . ' ZA«
d& la forma g(x) (x 4 k) +€ con.pan, K= -
- 1&;“—) s Por lo tanto as una pardtola que se abra hacxa‘{
v alcanza su lu(almo en

= b 'V'. _a T A
n ) n n .
>
y ’X ° [Y LY (5)

la barra sigritfica promedio.

b:—ﬁ: ‘:a“-yi
v

2): Sustituimos B en la expresion de F
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’-F'»']: (ax. y-ax-Y;) =s.«(. (m-—x)+(y

>]‘

h-slcl’odu 1o mxsmo QuE &N Gl casc _ae B Ubtetlvzmu"

F s I‘(ﬁ;-—;)z(a . £lx, — ¥ )(Y"YL

T ) ) 4 c!e.;,

Le wxpresién anterior ae F  come funcién de a e unas Pérmola S queE

elzanza su mMiramnc en PR

a:_tb(-.—x)(v'vd zixt-x)(%"v) "..(G)
- L z(m-x)' :

"o . CRF- SRR A |
ALY Fuesi, la recta [ue r&zuelvt €l prublema tierne pgrmtros" a Y b
Qados For las formulas ~ (S) y (€). ;

A dxftrtncxa del caso tratads, si ¥ no es func1én” fiﬁé’i‘f—' de X,
| 2 pucden prosentar S&rlas dxfxcult.dee tedricas Fara woﬁtrar 1oz

Farfustros de Y Que MINImizZan la suma de 1O Srvordas o aesromiers

' F =X (yidts) - y\) : o
B1r &mbargo en slgunas ocasiones, a través de una zransformu_zén da
"las variables podemos lograr que . los. pardmetros -par&zéhn enformna
larkal. Fara explicar ésto, tomemos &l ejemplo (&).. Adul: uvmeﬁf una
e-fprasron adel tipo :

7HP=b La
; e F=z(b1®_ ?&)‘ '
A fir Qe encontrar 8 y b que miramicen F b . PNecesita. del

calcule avanzado, pere aplicando logaritmos en (7)) obteheinds L
- logP) = 3 logiL) + logib) '

G %30 qué la variable Yy = logiP)  depende lindalmenta de 1a
variabla X = log)s . ST ’ '

' Y= AX+ 5 con A=3, 8= loo(b) PP - 1 e .
Dados n datos (Li. PU . los transformamos en M datos (xl,ct)

por med1o de X' = lagiki , ;'\ = logﬂ‘:u; deseets calculimos . A v B
cors las formulas (S). y (€) , y por Gltino estimancs & v‘_'b med: snte
lez relaciones ). s . L e .

Vale la pena observar que 3 v h ast ect xmad_c-s nuson '165 Qe
sinmizan (8). Para un estudio mas detallade  debe’ _"cqhs'y“lt'arsa.. e |

hibro avanzado aé éstadiztica.

(4]
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6 - ALOLNOS  EJEMPLOS ..

| PROBLER § 1
i, Ete la unidad de

.waron 200 0do langostinos "Machr 3

’_’;_‘,."_gia.rando la fecha de sienbra como &l dia cero. al cabo

“ cos&charcr. 100 000 ariimalés con un peso promedio de 64,42 3.

vt Tomando coms base el modale de  crecimients exponencial = de
© crecTmiento BRI :
L Wit) = Wo a®

" bondet W(t) = peso en el tiempe ¢ (g)

Wo = pasc iniciral (@)
t = tiempo (diaz)

S Q * tasa instantanes de crezimento. N v
&Siéular la velocidad de"'crecimionto (tasa instartanea de crecimiento)
de M, (osembsrgii a partir de los datos

qQue te presentan a
continuacion. correspondientes a Ios muestrecs

produccién de  Agullez  Serdan, Ea'unptc"ne;', s€

brackium rogemcargil.

de 210 diaz

realizedos  cada 30
‘iﬁh desde la siembra hasta la cosecha.
L _ PATOS B
tidiag) Wig)
T 1.20
JeI1) 2. 13
0 .53 : e
U l. 02 . B
tz‘ ﬁ xd‘ l"l :
P S 3] 2515
180 4. 26
i . 210 64.4.2

I:.Ll‘mah:ar_ el modelo: :
. Wit) = Wo e
8} Sacar logaritmos en ambos lados g
2 IntWit)) = lnike QN) ; pero : lri<a bl = Inia; ¢ Inib;
e INW(t)) = IntWo) + 1n(e®), como: 1r(a® = & Inwa
i L Ini(t)) = Intie) ¢+ @ ¢ In(e) '

ln‘wl(t)) = )JrtWe) ¢+ Q t ’y.qug; Inter = 1

T '

Yy = b +m X
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Notas Dadc que l- rel-- xdn es expouancxal, al l:mnh*urla sa utilizar
‘ log.rltmos mturaus y para 4l calculo de 1a Fendiente Y -’la orderads
-por ninimos cu.orados et entonces &l 1n de 1a or dctmﬂa (ln(wo)) por
”lo qué para conocer We h.‘bra de sac el -ntxlog-r:fmc natural,

‘L- taza lnztanttnea de creczmx-snt'o ez el valor de la pm:xente'

2 C.lcular le pendtentg m ¥y la orderada al or igen b -‘fp(;r mIr-im-:us;f

cu-drados donde. _ :
NEZxy -sxzy = . b LD meny
- = b= - —
NEx e (2 2 CNEx P ()
" donda PR S
' N = NANErs dé datos
X =t
‘ ; y = l!\\ﬂ)
ordanada: o
Inidg). = 0.2014
We =1.2231
rendiente; ‘ . ) Q= 6.0154
eartonces

. SWCEY =123 @0r0194 d _
En segurda sa coinparan los valores  predichos por - al ﬁodaloanterio
y lus v-lor.s per unent-lgs : :

oxuperi- | modelo.
4 ) nont&?‘
[1] 1.20 l.--
k1Y 1 <L.13 Z.39
[ Y] . G 3.71
30 ) 7. U2 7. U0
120 13.10 10, 5%
150 23.19 EPEE]
180 40. 2¢ 40,04
21U | 64.42 71.63

Veaie tambirén la 9rafica 1
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En la unidad de Froduccidn de HUINMGS Arard, Mich. e presenta la

: bgv)gﬁ;l&hti si1tuacion:

-fbs:iﬂblf"f""" Carpa Ezpelo ((ycrairmuzg Grplo gpesularilzl con  un pe3o ‘
".P;'WO‘C' de 10 9 y esperan cosachar al sabo de 220 dfag a cadla carpa
con un Fesx 3= 1 0¥) 3. FPor otra Parte se sabe Aus =l factor de

‘eonb¥rziéa alamanticia (FCA) para esta espectis ba}o» condicicnes de

Wﬁyo similares & las que sa pratanden llevar a -abo @s de 0.661 v :
Sgss 5@ esPera una sobrevivancia dal 92.5 % . L
: mbraror 33 400 carpas repartidaz e 23 estanques de | 250 m?

¢
w
A

&) Tasa instintanea de crecimierto (TIC!

6) Tasa inztantinea de mortalidad (TIM)

C) Numero final de organmizmoz o productidn,

d) Cantidad de a"limentc que dete zer sum'mfzst.rado .
mensualmenta désde la siembra hazta la cosécha’." o

Wo = 10 9 (pago 1racial)
Wf = 1090 9 (pezc final)

T = 220 dias
FCA = 0,661

sobrevivencia = 92,5 % - ’ ' o ;-
mortalidad = 7.5 ¥

A '. ~ superficie = 1250 »® X% 23 astan3ues

f__il')v;‘ﬁﬁ_',l,‘-.:ulai' la tasa instantsnea de Crecimiertc (TIC). Suponiernde un
”%0 expornencial para el paso en funcidn del tiempo.

SRR : W(T) = Wo. 2TIP
- dorde W(T) ® W =1 090 3
N T ) Wo = 10 9

- T = 22¢
T TIC * ?
'thjliillzan'rqo 1a wouac1én,

In(WT)) = Inlder ¢ (TTEHT:



borges
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deszpajando ' TIC
Trrc s T - 1k twe)

1
- In{1o30) - 1rc1a)
228

TIC = G, 0213

b) Calgulo de 14 tasa friztantansa d2 mortalidad (TIm, Suppﬁiaﬁdo u
modalo expou-m.ial F-Ve -=l ridinere dc individuos con el t.xempo.
. N(T) = No e _~TIM

T = 22
 No = 337400
N(T) = 30 695 lya que scbreviven el 92.% %
TIM = tass Instantfres de mortalidad
Une-hz.ndo la ecuacidn e . ,
ln(N(T)) ;vxn(no)‘- TIMET)
despejande TIM

Tim = Arfro) B LICIS )

. Inl33900) - 15(30895)
270

= -0, 00038

c) Calculo ge la Firoduccion .
61 &l peso promedio ce cozecha (Wf) e de § 0I0 g y : S& . Cosecharan
30 895 ( N(T) ) carras entoncaes ' »
produczida = €1 090 gi (30 S95)

= 33 675.5%50 3

d) CAl-:ulo‘-Je la cant ida& 3= alimento a 1\ strar c-du 3u dxae

1% Calcular €l peso promsdio desde la slembra hasté' l'aj_ :’cc-'éeci‘ca e

intervalos de 30 dtas ' o

. wit) = Wo eTIC(ti

Jonde : - Wo = 101 g ‘
TIC = 0.0213

t =30, £0, 50, ...;. 220"
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Calcular &l ndrerc de carpas desde la sismbra hazta la -:-:{s'e-:lha w®t

ervalos de 30 Jdfaz

Nit) = No & 7™M - : ’
Ne - 33 4006
TIM #° 6.0003%
t = 30, 60,...,220
[ S N(t)
[ 33 400
30 34 04 .
el 3o &97 .
50 2 637
120 Be 0¥
180 - 31 671
180 31 o
210 31 00%
; 220 30 895

"i:'-'v"!ﬁ'l:al-:ular, ‘1a biomasa en carpas Jdesde la ix.}ﬁbrajﬁ;s_f; la ;_:c‘t‘st-:f-l‘a &
“starvalos de 30 diass. : N ) o '
Y BIOMASA = No.DE ORGANISMOS ¥ PESO FROMEDIO

s Wity Nt) ~ biomaza  (kg)

S ') 10,0 33 400 - j 334. 0

S [ 18.95 33, 04 ~826.23.

G O 35.89 32637 1 179.50

R[] €&, 01 32 391 . 2 31,73

130 125,64 52 U0, . delid.04

D - N LS U 3l_e71 ~y 730.89

R £ 1) 482,47 ) 31338 14 _491.9¢

R X3 876,19 31 00% 27 _166.27

AR 71 1_054.19 — 30 599 33 496. 0%

. Bi se sabe que ' , ‘
. FCA = %giu Lo IR

Donde: . ,
R FCA =,f-"a-:t-:~r de conversion de valjmentc-
CAS = Cér:txda-;l de alimento Tuminlstrads
] AE = Trezrameanto an bxomésa
Dezpzjando €AS, . ;
o CAS = AE X FCA

Fifd = 0,661
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P | SR bEGUNDA pARTE S
_1=~ PMBIGM% de Cﬁmtf-o Cogunios ?roPorcwnes Porcenqu

; Prob\enn N el : : :
‘) Datermine ‘cual de las siauicnte_s series as eao»{trica °
lr;tuctlca o ' . : o
1y 341 ,25,19...'
2) 3.0,'45, 575,.,
3) 1.1, 275, S48. ,,',.
4) 0.35, 1.0, 3. 15,
tueritifraus la razdn de cada una

b) Ercuantre <l {er. términc yr 14 suma de lce primercs S términos

. de las Sl‘julil‘ltii Sirl-‘i

1) 4* término = 17. 8, 10 termins = 20.8 {seris
aritmet 1Ca) -

2) 6% tirmine = 25.6 ... 10° tarmine = 103,85  (serie
gacuétr ica) ' '

Fr-:oblema N.. 2.-

R cubo Ga 1 CM tlene una Araa de 6 cm . Si este cubo sa parte en
cuor d6 1 we da 1ado : ‘

3) sluantos cubos resultan?
B) Aual es el srea total de los cubos?
e} -n.uol as el volumen coul de log Cubc:s° :

d) wual es la rosputsta & las praguntas anterioras si. sa . davide
€l cupo da | ce en cubos del micra de lado? o
€) 81 el cubc d& 1 cm 36 dxvrdo @, cubos de 1/k Sm de- lado
ancuantra @l nunaro ce cubos, @4l area y @l volumen t:_-bal ~t:lsi estoz. ’
£) MWue sucada con sl munro‘ qt ,.cubos. Cml  area. ¥y al valum.m' -

tetalas cuando K crece ‘indafinidamante?

Frovlems Ne 3. -

£l sabor aci1do dal cafe sa dabe &n buera parte a la ;:-'a:._maci-::h o
afecte el aire. El mecanicswc de oxidacion se llesva & caba en
proporcxc’n direacta al Area XPURStaE. Expnéue ForgLeE &l cafe

wolicde 34 vuelve mas 3cido que el cafe wn graro & 1ag misnas
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~9%-
condiciones de hunzdad v tanmpsratura.

(suzzrencia : conzults &l probilema arterior)

Problama Np 4.~
Cpa lay de Charles  establece que el -volumon da un. gas

 W..‘praPorcionaI & la temperatura. abzoluta (VK' deriota grados
o kelvin) . ' '

f,) Haga ure grafica cwalitativa de vrlumen contra tompcratur..,

& 273 k%=1 volumenr de una molecul-fg_c ame  es | de 22. htros y

Lol aumenta 1/273  de gu - voluman por cada  grado 'que  aumenta la
L temperatura. ' ' :

: 5) 2 Cusl &3 &1 voluman l'dol 93 31 ‘la temperatura.  sumenta &
=fzJ4 x! 275 K*, 276 K®, 277 K*> g

e 2 Cuil ez el volumen del gas a 373 K" . Ilustre al c_aléul_q; on.

-7la grafxc-.

Problama No S.-

V’Odua (1922) consxdera que exzsten vartos nivelas de tntcgracxon de
ﬁ)os diversos elzmentos que conforman a la bicsfara,asi aue varios.
*lndxviduos de una misma especie conforngn una pop;;cxgn,vqrgaéﬁ
poblaciones una comunitdad) una cartidad de tomunldgdqi rtiaciqﬁ.ﬁgs
- uih acosistema vy todes los acozistamas la biosfera. Reprezente asta
;;.ciqsxffcaczon en notacion de comunfos.deffnhndc- con p{ecis_io'n‘l;ﬂ
V los €an juntos involuerados vy haga un dxagrama de Venn ; S

Fraoblema No ©&.-

CEn'la tabla de abajo 3za muastran lo:z valores de  de oxigano  por S
“litroc de agua de mar , wedido en diversas localidades (estaciones).

Y. a bras  profundidades distintas aestimadas con base en. l1a
Penetracicr de la luz. Asi, 100% de ponetracxon s;gnxfxca que - 1a
Musstra se obtuvo en la superficia.

o PORCENTAJE OE PENETRACION
ESTACION S ¥ 4 s0% 100%
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i 1.4
¢ 2 1.5
3 1os s P
4 1.4 s
s 1.& e
<k gt gesk Tde NG

é 1.9 vl- ::,‘ e.mf« 33

. 3 ze § wark =1 B
73.-.;9 mr et ramolsd TR, &0 X
: oo ! & IsrefpRoneyz §e

zet:s‘§;~ wFvEl o A 3 iq‘

Fe et ENIOOT 2251599 sws sexR (B
[t 31 -
‘ Listes gl :on)t;mtc; . Cenianty acRyss g
M [R5 S & E =¥ ¥ '

i " ¥ sid fo 22 &b EYSNL s ¥ivEewod
S Eedar@k e S PLROT | Ehred oeelov s , )

r . Lo inclusive , a una profunqxdad (=10 b SN
b) Ests entre 1.5 y 2.3 » Para una profundidad del sS4, o 1,?1,
f""“‘fé’%&wsf sastenpamed sf iz Tee iskb oswclov L s iswD o o4

C) Es wmayor qua 2.0 en la super fiCia® Rattt oYMoItS qusH a“n \gﬁ

- ft' .
f‘-‘"‘:‘-‘ €3 O5Y & zsp leb ssauiov Iz 29 lsul e {2

ar ovin ﬁ&i& &2°{% ‘év;ofundtda
y

s} Esta entre 1.3 1.8 x’nclusxve s en algua de  las tres

Fro fu'&iaaaas

Problima No 7.-. )
2 SOISENEEYYWo T isvice 2oluev msTFins sup snabl 2oy (:.?Q:} &arsld |
- oo Femic &l & MERMICTASD s 2otiemnsis ToByavib ool
m"ﬁfdiwa dé Ta “aspecie Lubso bicolor t.ybu% &P Lt R e
0w s § 3] B EICTOCD B A2
ke S e s B svepcifics gy 10 P, s
W‘aﬁ o ranquial y las alaxtas N 1, 295.88 i prblacion,
NS B AT L TSTE e- Mred
‘imo” rY L' a\éxonos - i:s al.tas y_18% &n fl,gl‘g{ig-' REsOind: 5
i 5 ﬁ£~~ by Ex WL T e LT
S‘i‘”%"iiag- de i3 wiestra exp menté i‘?bae '-lutJL CAPSdy st s 2o
'ty £: S s gD P BT R v e T WS . . A
a) H-ga ur dx-gramiéé:cwu:«ntos donde aparezca la distribucion de
lnd;vxaws afactados o “a s QME}- 11 ‘
bl Ercuentra la proporcidn de individuos qua suif-ttrm——umifs&:o'n,

10lc &«n las sletas

wlAw gl e T s B8 “’:“ st éj* i
e¥°Ca 6ro$orcxon Jda ,ﬂiosh qua_ sufrxirog alterag*% ggbg L AR 2
iﬁi f’G ﬁ'r’fﬂqufi"l hatl i ’ ¢ ) o R B o
SRR T T *
dFia r?ro;‘-orc’:on “de Ias qua no sufrigror canbic al9uwnae ohizsa - reis

o) Expfése los rﬁsultados anttrmr&sv-rg nunﬁro dp_ mdw&dw P

Problama Np -8, =020k o w7

SET B
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Cievta cantidad de RaZiv emitlo 2.8 10 gaoticulaz eCen un ano .

g @se mismo lapco de tizmpro €€ Formo wr voluamern de Helio de 0.001

L 3. . )
Syt e Supeni endo ue laz particulaz a =& trars formen en He ¢
sculazs de He &n 22.4 litros?

"~ ay 2 Cual es el nimere de il
1

e (el nUmero asl obtenido == lama - mero o fivegadro)

»," o .
p) Dibujar una JIﬂFILn del ndmero e moleculas dw Ha -an funcion
‘w:.j,i volumszn (litrozs)

BC? 7 For que gc valida la nregla de tres’ Gus se’aplico &n (a). ?

‘d) Insashigue e zigrafica la "Hipotaziiz de Avogadro® hd

Frobiems Neo .-

Ln Ftubabllldnd Az urueranu de un avento as la progorcién de
Eicuecs en los Aue oourrs el avento ant re 9l reimars total de casos
(mzta =T 1& definicidn fr ecuantista de probabilidad.’ Hay otras). .
Erv urm coniunto univer zal £ (espacio muestral) o crda punta de £
Creprazanta un €aTo posible Y logs CHRSOE favm’&blts x! dvtn_ & f&i’m '.7 -

et gberon gt aue 1 lamaremos A 1a probabxlidad del ovcnt.o 16t

danctaramgs 27 =AY .

Justifiqua i=s glguient&s =f'1rman 1ones ut.xhzando lt‘ dtﬁn
dad» : ‘-i;;fw
a - , B T

a) Pdu = 1 B . K"ﬁ;”;
B} 0 5 pla)y <t par— rode Gventu A ¥

5 .

un pprcenta_ya) ‘

c} 51 A @ &, entonces P g:&) 2 PN
< : conjunto vacio. ‘ ; ) e ¥y
s dy PR BF play » PiB) - PA 13 . Nitese que. -mo  Be Fupone.
. . meaAn®- |

&) P =0 Y

e

! F) 2 Qg eve . TERT razantan oS conppitos Sk Y g ¢ 4cC Cunrndc

ST T

gy ... - aiguiznbe tabis de Ou v rancin de LOS SYANLOE w oy B

coratate 1z tabla de courrencia de laz svenioi comouasLus A u 3 -
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Problena wne. 10, -

€n &1 lanzaniento dw un dado el €3TFacio mua;tral P
#=4{1, 2 3,4, s, 6}

PANZINDO qua cada dLg1ts reprezents al events. de obterer ese
nimerc de puntos . La Proebabilidad de cada evento elenental {1
{2} . ‘3‘ » 44} . {3}, 6}, &% por defimicion F = 1/6 (dafini-
Cidh equiprabable da los eventos &lementales) .
Se define la protabilidad de Cualquier evento compueito , como
F(A) = n(R)/é6

2

donde n{A) a3 el nbuerc de eventos &«lamentalas qua contiene A , °

Cpuntos 2 , 5 cual es su pProbabilidad 7

) Haga lo mismo pars el lanzamiento de traes dados distinguiblasz

-6} 3y Qua proporcidén tiene alguno de los tipes A e B, parol

respuesta a los inciscs (a)-(f) , en nuner.o deé individuos: P

poreenclo Fo{1,2,3p = /¢ , P({z,4p = 2/6 , etc, ‘
a}: Revise que las proFredacdes (1)-(5) del ejarcicic arterior - adn

30N validas |, conziderando algunos eventcs particularesz del

SEFLCIC MUEStral 4. R .

b) stuil es el Conurty correspordiente & cbtener un ramerc par de

€} 3 Cuil s la probabilidad de obtaner no werncs de 2 purtos 7

&) 4 Cusl es la probabilidad de obterar & Puntos ?, 3 que conjunto
le correzponds al eventc “cbtaner & puntos® 7. )
@) Esxcriba el espacio muastral Para @l lanzamiento de dos dados ,
0igemos wre rojo y otro blanco . S Gud probabilidad s& asigraria a-
Cadé evarto wlemantal 7?7 ’

Prbblel‘u No 1.~

En wNE muesStra de sangre de una Foblacidn  homogéras sSa
‘a_otqvloron laxs siguintes proporciones de Cada tipo de sangre A ,
B, AB , 0 (; probabilidades frecuentistas H '

A 1/3
B 1/4
AB——— 1/¢&
0 ?

donds la presencia del antfgenc AB significa que ambos antigercs A
y b estan prasentes , miantras qua el Mantigenc® O en realidad
INd1Ca BuSEnclé de antiganocs del tiro A ¢ F :

@) Maga un diagrama Je conjuntos Para repraesentar cada tipo de
Sangre

b) § Que proporcidn tisren tipo O 7

€) § OQue proporcidn tiene tiro A o B ?

d}  Que proporcién tiare tipo A pero meb 7

®) 3 Que proporcidn tiere tipo B perc no a 2

o ambos P P
) Si 12 muestrs total fue de 120 individuos , & cual es 1la

Proclema Ne 12,.-

&) Erc una muestras al azar la  relacion de catadores (personas
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| gensibles & 1a funifincartamnida) & no uc\ta}ng«,‘ fid de’ “39 461

Ca Calcule 1o5 porcentajes de cada grupd

b) El 154 da los micinbros de una poblacion  fueron - afectados -por -
na erpldemia’ de dangue . gl 8% de las personas afectadas
euiy ieron dandue_hemcrragico (mortal): . Caicule-al -porcantaje de
. 'Drtalidad de 1a poblacian total AR

Problema Ne 13.- : o

L%u articulas da primera neceszigad aumentaron de 1975 a 1977 Cam
tos siguientas porcantajes anualess 294 5 . 26/ . .33 .,
raspectivamente. Miantras tario- loz salarics: aumentaron en S.u/ .
132 5.7 18% raspectivamente i "En &1 trianio da1975-27 ¢ - - moEE
: ’) 3 Cual fue el por Cenﬁﬂ)e o aumunto - lot prm:wa o-n = !
$a6ig0s. 3. . sE

N° 3 Cual fue el porcentaje de - ummw _de salarms : '
£). S un kilo de huave cost-ba 560 00 én l‘:'?‘ — cuinto costaba
SAQ7F FiPA0TI ek E LT ’

/SuPon3a AQue 5@ tienen Lres. porcggtu;ﬂs AMALES R QYA COME
e Coma  se calcula. el ;Pom:mtmt ‘m.uqi

(3

&) Encuantrae una formula .qua, RErpita, calgular. el ,povg:m!.w m’r‘p feg
ntervaios de tiampo regulares , dado qua en cada lapso s. txmq\’ *,.

mospor:enf.ajesp ’Pz’ Pg 2 tos » Py L
- = 4.-:"‘»*.-‘:«‘? Do ETEEELD 4 AL s

Preblema No. 14.-

“El banco A ofrdce el 20% de interds anual vy oﬁrb"'band&"r“v‘"ncc
I 2% mensual . Si se va a depositar un camtal durantc _l -ﬁo e

a) 4 Qudé banco ofrece mis Junancis @ TEE
B 51 A ofrece un interds arual q, v B oftmm InLarss. mens ll

15 1 S Aus dw.-;gualdad Paraite dacidirse por Mndy: OU’Q Fawe veane £
¥ Er. ury planu % dqtarmm la » regidén.
"o A » por @l bunco By tambxén t- Mﬂh

Elsivotort Ge Keaior: 2% Pt'er"di 1Y
a{tdxacxen cada afic § si I es la xr-tms:dad or:gmal

;fﬁfenﬂdad desputs dc
1 un efe e b o T

BY dos aﬂoﬁ_&_ T
e)n aﬁca' T o
Problena ilo. 1&__ Bn ap B el e s $RLFEET TS -

Un potro tisne un peso imicial de 50 kg . La tasa asnsual de* -

los primercs 10 BESES COHS sxgua

crecimianto veria durarte

SRS TUUNN T - A O - PP B P IO o2 o1
m}.’:'ual N 19/- 15% :0‘.:’ _?’f. R -Ef- ..E--

......... -

) Ca»lcula &l paso del Potro despuds “de cada mes ¥ haga ‘una
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grafica ,oel peso contra el nimerc .de [LE31-23 St R
b) § Cuinto pesa el potro » los & mesez y de,pm de 3 meses 7

€) - Suporga’ qus  la  tasa mrmsua’l varfa' como iq s . (_0,5) .
A;-r"o'xix'k_n;_t_'oda hasta tres cifras decimales . cal’cu]-ir‘* e}p@so final
del potro v Ry PN

Probiema N°, 17.~ : : L ‘A.;: f i

S<a . W* el peso Jde- equilibrio que alzanza un
- el plso de'puoa de n meses , wt - Wn ez 1

Cracar. Hu-;a un modolo EEY Y| qQuie’ la‘ #
FPropoviohalesnte a 1o que la falta por grecer g Lo S ‘

Suprga que la constante de PrOPorcxonalld-a es la msna cada rne's -
~a) c.slcule el pesos W et en términos da w

) %ong- qua H =50 kg , W = 320 kg y llam & la const.ante .da

Fropovcional xdad . Calcule @l Peso hasta antes “da
valor de equilibrio we Pars cads valor de la comtariu
6.1 , 0.01 , 0.001%
€) s Cun -a% ‘el -orden de nagnitua mas: sensato lnrt &

“ -50 'y “Wes 120 ? .
d) Haga la 9rtfxca dn N contra n , para cc- 0 01

’ Prob_lua Ne.  18,-

En So0 Imzammtos de monedas se obtuvo 46 8 de m;m
8) §-Cuantos ‘soles cayeron ? RN
. ) Cinco personas lanzan cada una 160 monedas . _s Como tc calcula

el gorcertaje de &guilas en los 500 !anzmuntos o .nr tbr?nnos de
los cincg porcentajes individuales 7 i £
€) cinco personas lanzan cada una s0, 100, 140, us., 95 uonedas ’
rezspactivanente, con un total de 500 lanzamientos .-y Mrﬁlncmn
hay. antre.: losporcmujcs tndxvidual.s ¥y el portan 3
Amhs P S SRR
~d) n  parsonas lm:an cada una K, K'. ey .
raspectivamente , con un total de K = K + eeat K lan‘uieneos .
§i los porcentajes individuales de Aguxhs son P ....,P con )
oS Ps L 5 oec , OS P S 1 , escriba wura formula que pornuta

cnlcular el porccnea.n total de aguilas P en térmirios. dc P

Q V'A" 2. o a '. [ 4

Problens No. _19.-

~ Varios grupos de cerdos fueron. sometidos a diversas diatas .
Variando en cada una la . cantidad (dosisy de cierto nutriente: . cor
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o fin 2 determinar ¢l efecto de #zte scobra &l creacimientoc -en
11a (L} v pezo (W) de estos amimales. T L
e midieron 13s razanez de crecimiento de la. talla w(qki vy del

(q ) (aunentg =r la talla o @l pess por unidad de c‘iompo‘ a

tarminada edad) para cada dosis con loz resultados cualitativos
;tradoa en las grificas de abajo

P

— - . o . b 3

x 5 duls v » 5 douts

4Anahce las or £Fficas y cxphqua al coupertamlmto dol p.so Y. lr

la en relacion con la dosis :

61 18 densidad del animal permarece cc-nstante 3 Cual c; jr'tl‘ .-*

tc de 1a dosxs cntre X v i ?

9reb1en No. zo.-'
agregar leguminoszs a los ceraales gse  obtiene una’ “dieta Ms‘

tda de un estudio reallzadc en Guatamala.

Ica #n protefnas , como se apracia en. la  tatla dt_ ‘abajo -,

MEZCLA . T . - .. PROTEINA EN LA PROTEINA . ,
R S :,_ . DIETA - R UTILIZ&BL! b

arroz RPN veosn 6.9 ......’..... Y}

arroz & 10 7% fn!ol vens 7.9 cecceccesse  #.,96° 7

mafiz . : sevens 8.5 ecsscsessss o4l
.; ‘.‘z + 10 7 "'!jol eeas 10.3 "l.»p."'.l.l’f“"o N
sorgo e & | Jasseeseecaes X2

sorgo + 19 Z fruol-.... 8.3 i iseseede. 3,93

avelia - s eseeee ’19-‘ wsedsesasse 8.22

Cavera + 10 z frl}ol sees 1406 iieisesave T8I0

:Marac:én con «! de la dieta . Asimiswo ex sobre . éstos . donde
W frifol actua mas favorablemente .

‘contanido da protefna utilizable al agregarle frijol:

¥ cereal , mayor ez &l beneficio que se logra al agregarle el
"fi’ol ?. Pruebs su respuesta R s

Decimez que el ceraal A es dJda calidad infarior a B s1 - -18

» A e menor que Faira K.

{ 3 _d:s!rva que el mafz y @l sorgo son los Aqué tienen proteinas de
IS bhja €alidad va quz el porcentaje ‘utilizable “es bijo en

¥ & €= cilerta la afirmacién de que ertre mas baja calidad: t.im' i

Para cada. cereal , @ncuantre el gorcentaje #n que e onr!quoo:o i

&orman ertr: protefngd utilizable v la protetna en 'Is. ui“ttaj
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FProtl err;a No. 28 . - - 40‘1 = a

m-»l-_FAO s la captura Pasquera mmdxar en l9bd fud de: 5‘.700 x
bmz. dxstv ibuidas como siguas o :
, VER LA TABLA EN. LA bIGUIENTE HDJA =

I) . Atlantico Oeste cnediied. T 400
in m.u..uco Este  .........  {.700
Sl : Subkbotal. .
‘y”‘“ . ’?
D" Ingice 7 tervsesss o200 L7
o F’a-'fﬁcU Oeate . seessasas 1, 904}“
Y T Pacffu.o Este cvaseesas LSRG
. : : Subtotal

i i e ) 1:“....,.\_‘_.--,_,;“ S Total
a) kY wal Q‘t el aore;er-tuq e u.aptv.qra & cada zqn

Se) & Tud Proporlien 16 corresporde al Uctmo ALl
T reag 1cg €l cllcule de dos . manaras,
- i) towandc er &uenta la captura totql s

13
@

“ais coubxn-nd-:u 1oz dos porcentajes de pesca en 1-.. dos regxcm
este v Cezte
c) S de cada 19 toneladas se Pescaron en el pqcifxco . ‘5 por ’qﬁé’ ‘?*
d) En 463, . }os:pgrcqngajcs de pasga se -maptuvigron
1a pesca total fue de, 60 £6* e:
porcertajes

’ Problma No- 22 -

‘Se_han, -r.q%&zadentrcs .xpcri‘ mant,
di for.ntes tqng.r )
tabla de .bq,loa.

?ituracxén da un '_'llq(}féé?h"
sultados se. rogistraq o

ER TR SR R O wt.'n'n
’ - af*& R

&) mbuu las.graficas de c com-.n T pir _c&da
b) - baternine graficaments los. Pagmwos de, Ia
Que umt se. uust.c ry los datos los experm

Problm No. 23.

Al elaborar una maqueta: a o:cah 1150 se ocuairm dOS phcm de.

pirel Cascardr , .cada uno da i-mx1.20m . Cada, Ph-aom‘ cuesta
a1 3 Cuanto pml & necesita para alaborar - la _m;sv
c:-.ah 1120 ' '

jmweta‘ a

4
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DG —

’ e ]

Cusntos plicact deten Somerarsa ? . 4 Cual es o costo ?
188 312P0nG poligyale Je un. Pliege 5 o1y aue-gscels; Yebe:
igir Sl a. fin, ¢e~.;:;g‘zmé§-r-wx>~hur-f. i (Le retsutsts o “oete
® Fregunta podria no ser del tado facil ) , R

Z-RELACIONES LINEALES. Y LINEARIZACION A TRAVES DE CAMRIOS
| DE VARIABLE S -

Problema Nea. |.-

on9s que Z es fuw:xonvcrc-:u'nt,. de X en ¢l tnt.rvh‘l.o' : (0.5] :
was 2(x) S5y 3IK. y Cudlezs de las siguientes gr&ficas
responden a» esta situacienm ? ‘ PR e

.P{__/E : > . :..

“onsidere ahora Y una funcién de X cuyos valores son inversamente
oporcionsles & los de 2. Dadas - las siguientes graficas de 2.
gontra X , haza ur estozo de la grafica da Y contra x. SR

b).l .

| B

f[pb.ltmt No. 2.~

u?ﬁ;ihmbro’ de cobre ze-expande-al. aumentar la temperatura’. Su ‘lone

14 tud L feml varia lirneslmente con T 1°C) para temperaturas  entre
0y 50 % incluzive . - : L e
‘;:,‘v.,.;oigcontrar la ecuacion que relaciona a L como funcion de T , si.

Ear € la longitud es de 76.547 cm v a 90 °C as ‘de 77,240 ca

a9s  la grafica-en pasel milimétrico utilizando uns escala

S
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AL mivel gel xar ol sg9ux Te cbngérs . 0 %
tuerve & 212 % y & 190 °c , La dependancia entre grados Farerhwit

v Celsiu s &5 Tiriaal., g T o

8) Eicrita & F en funcién de °C Y Viceversa 3 haga las graficas :

Correzpondientes u ORI e

e

£) §i cierta temparatura éégde 65 °F . & Cual as en °C-7
€) El agus se congala & 32 °F Yy a0°C al nivel del war y gor cada
Irado de sumerto er la temperstura e ©

239 _r F o la temparaturp en °C
dmarta 5/9 G su valor, Encuentre. 13 relacién ertre - v %"

Erovlema  No. 4.- v

4 '8i ¥ es divectamente Proporcional a % ,
jq_ajtmt:::a artre X y Y. ’ S s .
b) ¥ ez directancnte Prororcioral & Xy ademas ¥ = & cusndc xs4 ,

CsCuinte vale Y cuando x = 4?2 . Justifique por que es valida la "re
913 de tres « tomands en . cuanta 1a. relacion matambtica del {
€i1go @) e = N v_ B

€) Si Y varia linealmearte con x , 4 a3 vdlida la regla de'tres 7
Investigue la relacion entre la escaljde tenparaturas Farenhait y Ce

“Saus. $1 0 °C ez a 32 OF 'S cuanto es a 157 Compare con sy
reIplasts aricial. ) :

d) Rexruma con Palabrass la diferarncia e
relacién Jdirectasente proporcional.

. eiecr iba una -relacien

rtre una relacion lireal y un

,:Prc-t:»le'imi ) No. &

Trace tres rectas al azar en Papal milimetrica . Ercuentre oz
PUNtos Jé 1nterseccién con  los ejes , las pendiantes 'y laug
$CusCIones da las ractas . Determine los puntos de interseccien de
las rectaz a Partir .de sus ecuacionas Y audstrelos en- laz Braficas

Frotlens No.6.-

3) Dibuje en graficas por S&parado (grosso modo) de. -
1) wa relacion ﬁxponenci;l cracCiente - .
11) wa relacien del tipo potencial (slomdtrica)
131) una relacidn *xponencial’ decreciunte
v} una relacion hipertélica , C T e ]

b} 3§ Gue propiedad de  la srafics distingue una relacide
EXFOencClal decrecienta de una hipertéolica ? .~ . : ]
q) Escriba la ecuscion Y = £(x) para cada una da las  relscionas
. mencionadas en el inciso (a) . 3 Cuantos Rargnetros se necesitan a
fan a.;,o;pgcg,';c_qr Completamente la relacion en cada cago P :

 Problens ‘Ne 7.

- Haya é@ri?itbénd_.ri la relacion .déscrigg in,t"r. Yy % éon: W tipo
$ONIands el namerd @il ‘tipc ‘en ‘el Piréritasis adecuado.; &
. » . ,
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«_th -—
48 -9r&fica da LnY) cofitra Ln(x ez una recta --;:-4;43‘i e
2y 1a 9rdfica de LinlY) contra X ez una recta cesnmemas ()

w49 ’V‘flu‘ de Y contra x en papel zemilog. ez una recta (. 7 .
,l. ’r‘flfi da Y contra X en parel log-log €3 una recta ( V.

Y- ab" R T

: %gb'vv='ce , | mmmmeset ¢

J ax + by = 0 : Y eeemmen—— ¢

‘,) la réfica da LnlY) contra Ln(x) tiana Pchdl-ntu nagativa ()
y lb etnflc- gn(y: contra Ln(x) tiene pendiente uno' . =--= (- )
oyl

'Problema No. 8.‘- v

&) &ztudlio "Alguncs parametros de la dindmica de  la poblacidnm
 camardn blanco (Peneaus vanamei)  ,  en el sistema. lagunar
Wenetlu-Teacapsn® de M. Nieves y P. PifNla (UAS) s& obtuvieron. las
Sturas stiguientes para longitud total L fcml , longitud del
afalotorax C [cm] v @l peso W (9r) da 22 camarones ..

6.8, €.7, 7.1, 7.3, 7.7, 6.5, 9.5, 10.1, 11.0, 11.4, 11.5
12.2, 12.4, 12.7, 12.6, 12.9, 13.3, 13.7. 13.8, 14.9

20“0 202; 2o3. 2.5. 3.0. 3-4; 3:3, 3.4' 3079 4e0' 3-'8' ‘-
. 4e3. 4.3; 4.4, 4.5, 4.4,. 4.7, 4.7,°5.0

2.1, 2.5, 3.8, 3.5, 2.7, 4.9, 7.0, 6.2, 10.7. 12,3, )2-9‘ B
15.6, 16.5, 17.5, 17.2, 17.6, 17.8, 18.8, 20.2, 25.2

e e e

,:,Grtftquo log datos de la longitud dal. cefalotdramw ‘contra A
gitud total, asinismo los datos de pazo contra:longitud tbtal
.‘Qa.tusta 2 0JO. una recta a cad-’ erthc:i v dtt.m!m~ *iu,

iones, corrtspondurctes SR AT - men
Hbﬂ el ajuste por minimos cu-drados v cemarc um ocum::omt
" las obtenidas en el incisc antarior ,
3 Gud tan buenc as- el .od.lo lxmal @ cadt caso? o _‘;;.Esl
lu’fu:tor;o 7. . ; e

Problecu ‘Ne. 9.

Rlglincs Cutos , una: .ralacién no lxmal y =  Flu) putde r.dm:xr:e
{18 r.u».aen hnﬁal hacierdc cambios de vanables a-:lecuados -

Y. l ¢ b . graficando y contra “adsa espéra ‘olacxen
< ¥Finenl ., En ssie caso el cambio de variables ha sido )C = Yy
cada unc <= los siguientas  casos -  encudntre el cambio dﬁ
variables qus nos da una relacion lineal

8y s s o« bx"

v .
2 * DX
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@ oy et -bx +ext . e I e A

Froblena Ne. 10~

El calor eipecificoe del cloroforme

10%) J2ee 130 140 yme |
€ _leall §0.2311) 0.2341) 06,2371 )6.2401 |~

bl AR R L D S L 4§ 3 F & 3 mr S wes -

a) grafigue C contra T wr una @iCala adecuxda
b) Surcriends que existe ura relacion de% tipo
C=a+p :

T «¢cT
&Ntre el Ccalor especifico y la tenparatura , haéa c_lv cambxc dé va-
riables adecuado para cbtenar una relacion lineal y datermine lox
vt - Pl AEGtros . wb. .y € por. al métode de inimos cuadrados .

- Problema  No. .-

L La distancia recorrida por un cusrpo qua cae libremente dié los|
stguientes resultados : : ) ] ) L .

Tiseed _l o ) 1 ) 2.0 3t _af s )
e tm )] o 4.2 ]__19.6] _43.1]. 78,4) 122,35

&1 Haga la 9rafica de 5 contra T , S SQud  tiFo de ‘relacién sa

sugiere ? o ' R

b) Haga ¢]l cambio de variable adecuado Fars llevar la ecuacién una

lareal y determine 1a relacién de S como funcién de T ( comc antes.
;. ~uUS@® @l metods de minimos cuadrados ) . v I ' _

o Problema  No. 12.-

La SUBECANCIa Cormcida comoc  creatinina as  producids  por ‘los
BUSCULOS ¥y elimirads del cuerpo  exclusivamente & Cravés de la
oriva. La cantidad excratads. en un periodo de - 24 -Arsi  varia de
FOrsona a p&rsona P&rc Sigue un patrén regular -en - funcién del
< PRGBS rasultedes Se euastran en-la figura siguiente = - -

cBeso (ka) 120§ so_ .| 70 _|g00-} .
axcrecion - S EE
-ﬁ!ﬂfgﬂ_t‘!§;) 390 ]| 993 [1402 11999

4) Libuj)e una grafica de axcrecién de creatinina (EC) contra. (W)

bl 3 OGua tipo relacion existe entre EC y W 7. Deteraine couplata-
mente la relacion cLoT

€) Suponga qua el criterio para detactar una disfuncidn. renal gs
&l tiguiente 1 Ladoc @) peso del Paciente , & compara el valor teo-

F1CO Jd@ la axcrecién de creatirina Et.‘“° + ¥ @l valor obsarvado
EC_ .si :
obs
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do con @l criterio snterior ‘para
&l valor del cceficienta da

ai 3 ato radicactivo tomada en susstras de
@ 3 intervalos de tiempo cads vez mis lsrgos fan ainutos) -
. Je ‘una grafica de § contra T . €3 une relacien
k ﬂ?rhol 1€s o una ralacién axponencial dacreciente® - '
48] Mees una ar&fica de Ln(S) contra T ¥.otra de Lnis) gontera Ln(T)
/8 FAn de decidir eue Lipo 8s relacicn &x .
&) ‘betarsine 1os parémetros desconocidos linealizands 8l ‘eods 1o

@ifual ﬁ;‘ 1s dosis en  la muastra ;msgmm de

Los datos siguiantes describen 1a formacién de ses & - traves del -
,$10800, 3 una temperaturs fija. PAra dos substanciss distintes. La
“Brimera e la resccién (1lamada da primer orden) e .eloroformets

98 triclorometilo convirtiendose en fosgano (gas). La sSepunds. @
18 reaccian de etilamine en atilenc y amonis. La presion. m:‘ o Noy "

‘varia con el tiemeo, de . acuerds : con lés  datos

1 ] 206 | 4S4 | 7%

- ] L.. 3 3 »

Prisera reaccign

L 4 10 30 4&4 ,
1) } 1] 21 < § 1-47 ’ o
: segunda reaccion o T
-8 Sipuje una grafica en papel milimetrico. TR
bProponga un modelo A = F(t) , linealice y verifique ei "‘thio
Propuszte es corracto al comparar con las propisdades de
rafice ,
€) Datermina los parsmatros desconocidos j escriba ‘axpltcitnnrl\u
& wcuacien A = f(t) y compara los valores predichos con los
Sbrarvados.

€ £

N
[
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Problena No. 15.- S

En un experiments para daurlinar ol 90:% de ornrgu de un édy
Caminando & distintas  velocidades '

Le Se obtuvitron los da
. Sigulantes R .
Velocidad (Km/h) |1.2511.7512.00)2.75]3. 4 |4.5 4.7 ]5. 57506, 75}
x : ,
. * ) R
B anar. tkeal/m ] o 2.75] 2.4 2.75}3.3[3.9}4. 14,9 5.2] 6.¢]s

",\.‘

8) Medianté al notodo de ulni-o: cuadr&do: oﬁcucntra uns relaci
‘antre Y y x.

© Bl Encusntre el easto de mreu a mn vqlocl.dtd dn 6 Km/t,
Problm No. 16. '

'ﬂn;s relica o5 un crust&:oo d. a?‘:ua dulce quc habita en la
profundos de aguas frias y - es un alimento importanta de 1

truchas. En un -estudio sobre su tohrmu ala luz u obtuvur
los resultados siguientas ‘ . ,

Mictdn a Ia luz Coe e
(sesanas) . _ Ty o e g
x ’ 11 2} 3) o1 5] 61 71 8] s 10 11§ 12}
Sobrcvtvon,cu [¢/4) . - FF .
A 4 __ 1991961869 82 76165157 148140] 33} 25%F 19

8) Grafiqua astos datos en el planc ' ‘
©) 5 Gue relacion entre x y V. se aprecia qlol tnciso ta) ?

€ & Cuantas semanas de exposicidn a la luz se requisren para QU
S0X ae Mysis rnhca sobrovivm ? . : o

Problema ‘No. 17.’ '

u ndn sedia del cw " as d. 5730 afos . Una muastra de p!ne rqct
- Cortado exhiba una ndiou:ttvtm de 1S.3 dpm/eC (dounmrm:mnc
. POr Biruto pOr gramo de carbono) .

a) 3 Cudl sera su ndxmtivtdad dospubs de 5730 nﬂos ?. 3 Doswu‘

de 11460 aflos ? -

b) Encuclquur instanh t, u radxoactivsdad Prnonto on la'

‘ ‘avestra es
Yoo 15,30 172 )%%° °  opsec

€) Encuentre la radicactividad del pino a los
-4) 2000 afos de edad 43) 31850 afox

4) Deteraine la edag do las muestras de. pino . qua umﬁ"

radso.ctwtdldos

e
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i) 10 Spm/3 3 ii) & dpm/g 3 iii) 1.5 dpm/3 3 iv) 14 dpm/3
I3
PR PESE i
Fr i AEE *

- z o
SURCHQansE Jue Q} "l};ié‘.‘; *u?‘."surwqu‘:‘ éfﬁ%‘u{?&x. W razén de S litros
por  sminuto . Ig acuarde con la def. icidn de cracimiarto
igometrico . ) - .
"&4) & Ez verdad que =1 valumen de agua crece isom&tricamants 7
‘A Y %1 2 llena'a razén de 10 litros por minute ow e Ik
}l;») Hass wung grafica del volumen ar funcién dE—TEdrwme--de las
“Yinertionss % dPlneths de te Base, 2> altura del voiuean o6, adue
&) sf é"!‘cxl?ﬁ Bivilne @t radio de«3dzcom wika Lhnms qqq,xw a
Fazon L% 1127068 nidalo, -ealculased ared.« Sk 2¥oivang )
A eurs el MIMRT A 10x VIV L, Re Ty delianton SONRArS: 1das - FOSHAS
SLneh & W PRr BIIMREAY Ghdloas laviasesdecCadkin. sEs. . RUER. Yuutd
21ty r artre el minutc 0 vy @l-1,. entre 1 y?h.éme‘g;hjw el
”dé bE R Shost HatIR T ane emsmsmacuon(c)..q“mg,,.u
lﬁ(rﬁni«‘ﬁ‘%rea y’*w-m I CBINDS FLUNCEON ORI tH SRS Srrpesly 24 iug

,”) - Ee !‘ A 84 e+ WA Lo de- B0SS  BUe ol cpgignte . o
Aoy} mz 3,; TGRS ddL B ED g YRy s
R T Mw.‘: "t. & Al m“rz
eanaltiempo
radio en(cons :: ? i
encuentre r %y h coma.-funcidn de ¢ RN S
. AN . b TN L E
. . . ] . ‘u-»--‘-p‘.-,m,_.,..._.

Pr’oél._ No. ‘ : ‘*“

ﬁw&.m “{qﬂfwulo ' ' w W e

z s < V

y ertre Loy £ onstmts- M g‘; S wa:abt'
ot Lo

- Mk Ao 8ty Binubosls -y
g?lwﬁmj ahe m% q‘;: wh# } ’?’3%
. i1 - OROR clghitre
& comc funcion de t y tambien iyt ,; Ca :‘%gura crcf"‘g‘ 'E’:::E‘c‘é’

Dabuj- sus graficas . , ek i el dad

S aiwwl-ww& m.- B SEaTER .,_avqnué EEL el itLW‘&!%&J "k

re == B R Lit ele i lw vmay '—r'ﬁﬁgdﬁh
mmmwm.mp :e,;ma

) RN ARt & BRI B & 2 3 Ruding A6 Rdb st }h‘ wl
alimento A en cada monento. t cs A(t) = 100 + 3t (A ma

&) S1 cada individuo consume 3 K9 de alimento Exutxr un
womanto a partir dal cual.la d:gpanzbu:dad A es mencr Jqua las
recesidades ? , “si R el emKlGuie A8 irgtante

RN L e s Tgnie g0

T T

R Lk T L2 n L R BRI A EREEE P P
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3 Pouuomos Y FUNCIONES RACIONALES . FUNCIONES
EXPONENCIALES 4 LOGARITMICAS .

Problems No. 1. -

En un estudic de cruza de chicharos se encontré aque 1a
caracteristica de piel suave (s) as dominante sobre la
wt SEr RCVEPrtStica de Piel rugoss- (Cl.. ESto significa aue si wn
= progenttor aportd un gen doninante ¥y el otro progenitor un gen
- euslauiers, dominante o eoeutve. AN .18  progenie aperecerl la
- Ghracteristica domninante - R
Origiralmente , en la pebuctdn u u“ ung proporcien » de
pares doainantes vmaprooorcunqa rFaCoSivos , luego poq & 1 y
P4 B 0. Si los spareamientos ocurren dlager, los eroporciones de
individuos aue tienen las siguientes co&tmctm des genes se
a»rcunt.an o 1 tabla de abajo mmau

: ss |
ve pra ' :
donde p%e2pe¢q® o (peqd® ¢ 3

‘a)uastre qua 1a proporcien de hijos aque poses la caracteristics

doninante de CASCars susve es 2»-p

"B) JConque frecuancia P de POUres Con CASCAra susve se obtiens s
. Mayor proporciénde chicharos hijos con ciscers suave st la

Proporcién q de PAIres Con CASCHrs ruposs oS mayor aue 0,38 ?

Problema No. 2.~ : ' . *

w3t iy Gartes #olillas, - las hembres atrsen & lo¢ machos e@eliendo
¥l SUSteancis espeacial. Con el fin de utilizar este hecho en @)
s COMMrol- 08 - 1o poblacion da polille.. 88 Coloce en tranpas. adecuades
" di farentes cunttdodu de arocma . Los rmlm se susstran on 1
e»u L .
o X . : N
Cantided de | Namerc de poli-
sustanciaing) | llas atrapadas

=T —
1.0 Y
° 11
T00.00 i)

a) Muastre que N & A x s (aproximadamente) . W&tcta ]
transforme los datos utilizando logaritmos .

Problama No. 2.-

En un tridngulo equilaterco l1a suma de las distancias de un punto
interior a los lados del tridngulo es una constante ., da hecho es

1
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;gual & la altura del trianguls (vta s& figura )

@l Dcmuu;trc 1¢~P¢OP%CQ‘# geouttwic C
Esta eropiedad -permite - repreRERtEF  Ten urn trxangulo a treg
Cartidadsz Jue v:rlan de modo quc sU sumn JFermanece constauti

CanTIDN 0E C

R . 2 T T S
L) Sean A y &« genes er &l mismo locus . Entorices los individuos scix

AR, 3% (homocigotos) .o Aa (hatarocigotos) . i Pax 1 TY R

son 103 porcentajes de 108 tres genotipos en ura poblacisn B
antorces L Y .

p“ + p * p = 100 %

y e@stas proporciones sa pu.d.n raProsentar en un trisngulo.
61 el aparoamunto es aleatorio , 1. ley da Hardy Weinberg af:rma,
que . -
Pr =4, P
As AA  oa
Represente esta relacion en el trisngulo (note quc reprecsanta una
Parabcla) ,
bl Sean ¢ ¥y q las frecuencxas ralativas de A y a_ raspactivamenta.
Ertorces los tras genotipos se presentan con frecuancias iley de
Hardy~Weinbarg) P® ,2pa , q' . Representar astas frecuencias para
i) p=0.,2,q08 =--< il p =04, 9=0.6 B
iit) »» 0,35, q=0.75-- iVips1l,as0 C o
Problema No. 4.-

Wt R P -

S& midié al gasto de energia al cof?er. para 9$rxns aspecias. Sea
E la snersia gastada al transportar un gramo de Feso corporal , un
kxle..tro y H la masa del cuarps . La tabla nuestra algunos

-5

o
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resultados (Schunidt-Nelser 1972)
Ariimal ?:?. ??25?£§g.km)
Ratén blarco ™ [ 21 T Iy
Ardilla 226 1%
Ratz Blanca 3849 15
Farrc pesuefo |2600 7.1 [
Perra arande ) 3.9
Oveja 35000 e d [
Caballo .53 -

Encuantre la reélacion entre masa 'y enargia en forma exporencial o
-de potencia que mejor se ajuste a los datos, de dos manerasi
#)linealizando al tomar logaritmos, (dibuje 1a orafica e Parel
wilimetrico ) o . ) N
Bigraficando los datos en Papel log~log y *cafélande las

constantes A vy B en la ralacidn M = A .B Como siguet LN M = B Ln g +
i)tomando un prar Jde puntos se Calcula el-valor de la pendientae .
Este valor es B . Justifiqua R ¥
i) Temando un puntc sobre la recta para determinar Ln A
c) Compare sus resultados ‘coh &l incisc (a)_ :

Problems N@. S.-

En la naturaleza se observa para cada familia , que los g#nercs
MONOtipicos ~ com una sola especie - son 10z més rumercsos; los di-
tipicos-con dos eipacias- son los dela ff.cuencipi>a§gy¢.ntan .

Gonercs cor muchas espacics soh sucesivi@cnti MENOK . NMRRCOROS: - ,

Por lo gereral , 1a grafica da nohero de géneros contra ndmerc de
“SPeCies @x hiperbélica. :

No. de
Snaros

o

o ) No.aespecies )
&) En el caso da la familia compositae se estudiaron 1143 ganaros
c€on los siguientes resultados ’

446 géreros de’ | esrecie

140 " de 2 aspacies
97 » de 3 e e
. de 4~ o . 7,-- ’: B
i C V9% *o d. S T . i " . A - REAL R h
Sea x el runero de ezpecias de un gbnerc , 2 el nimweroc de Sneros

Que tiernen x especias . Supongamos que la relacioen ertre ellas as
2t et ‘

Madiante locgaritmos ercuentre POr minimos cuadrados el valor de a

y b, para la tabla anterior

Froblema No. 6.-

En a] caso da Poblaciones vegatalas , as razonable suporar que 1la
3
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COUPL™ T i POr al alimarto que ceuntiere &) suclc afactars )
FOIBLr il ide ¥8FeTlal da e peblacioan . Asa + 81 lecs individuo:

Ct1@re Una gran Capacidad cda abiorcidn de  mat Fla rutritiva. ,
haora -ocos en una Lraa ralativacante Srande , & tants Que 81 los
|ndzv1;~.«:as__conss..w::;r. Poco , habri mis por unidad da surerficie.  Er
los dates Siguiarzes P reprasant: al noms- o de individuos ¢ pinos
blarces 1 por Unlcad de Arei (acrae) Y ¢ represerta gl oroesor
Provedis dael trorce Pule.) . Nota ¢ & ura madids da la
CaraCiZar du ‘abscrcidn de Bateria nutcitiva del srbol . K

4§ Lue tipo da relacidén espararga usted entre P y g
“Cualitatavanente-7 o )

P 1.0 1.4 2.0 |'"3.0 4.8 ] S5.0 6.0

P 4000 1 20 T 1500 — 710 450 310 230

P 7.0 8.0 9.0 10.0 o ’
—7——1'55“‘—1'50 120 168

b) Haga wa 9rafics de P contra d en Parel milimétrice Y discuta
lo 1nadecuado o adecuado da la respussta dada al inciso (a)
tresponda primero el incisoc (a) Y 501c hasta que ests Saguro pase

al inciso (b) ) ) '

€) Prorornga un @odalo de 1a realacién de P con d + Linsalice para

datarpinar Completamenta e ®odaloy compare con los  .datos

axparinentales .

Problema No, 7.- ' e -

‘€l caracol Purpura pansa » 4% uUna espacie marina Que produca un
tinte utilizado por los indigenas ce 1a costa GaxaqueMa para
celorear sus Prendasceresonisles . En un estudic reciante se ha.
deterninado que la biomasa B da los organismos de edad t , es Luna

() . B() =a (t-b)2,, ,
Y la cantidad de tinte P producido por un individuo aes
Proporcional a su edad

8) La bicmasa de los organismca de edad cearo sa supona igual a .
€ero , i.e. B (0) = ¢ . Encuentre @1 valor del parsmetro ¢ an .
términos de a y b . ) . .
b} Del irciso anterior se concluye e B s0loc depercte dea los
Parduetros a y b . Detarnine el dominio da valores da t para los
e B (L) en (%) es negativa * & Gue interpretacion biologica
tiena b 7 o _ S
C) Haga las graficas de (%) y (e3) ‘ : o
D Encuentre la odad Sitima de explotacién '3 &sto  significa
MContrar 3a sdad que produce mayor canticlad de tinte

) .

Problema nNo. &.-
onands er Cuenta los datos f.f.rontos a longitud total L [cm] s log

4
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- WItud del ceafalotérax € (cx)l vy paso ¥ [gr] da camarcnes en <l

. Rrroblems o la seccidén I3

P oa) Justifique POr quh cabe esparar una relacién potencial ¥ s & Lb

Fara el pesc y la lonpitud total o 3 Cuanto etperaria usted GG VR
{

lisra b 7

L) Tomands loguritmcs , linealice la relacidn anterior 'y determine
¢l valor de las constantes & ¥ b pPor minimos cuadrados .

Sl y ue tipe de relacidn espers encortrar entre la longitud. L vy
la Jungitud del cefalotérax ? § por qué ?

3 beterwire explicitanente la furciér propuesta en &l irncise (o)
(estosigrafica determinar todos los pardmetros ) , linealizando
o foruwa adecuada . .

&) Er ambos Casos , compara los resultados pradichos con losz
observados. ) ‘

f) 3§ Por Que con objato da resolvar @l inciso (b) no. conviere

racer &l Canbic da variables ¥ s L , X = Lb pars lirealizar 7

Froblema No. 9.-

En las escamas de 10s peces aparacen ciertos contornds , llamados
anillos, qua parten de la base da 1a esCama Y tienan
Taprosisadamente su forsa . Estos anillds surgen debide a cambios
estacionales , por 1o tanto su nGemerc es igual al nomerc de
canbios ClimAticos Que el pez ha soportado , con lo  cual podemos
estinar su edad °*° por ejemplo si .lox cambios climsticosson
anuales vy la escana presanta S anillos , entonces al pez tienas
entre S y 6 afics ., El radico Rde una escama se define como la
longitud del segmentc que atraviesa a la escama desde su base
hasta el Ootro extreanc pasando por su centro .

a) Sea R (t) @l radioc cdea la escama de un paz da adad t vy
SUPONGAROS que

Calcule 1a edad del pez si conoca R :
b) Para cierta especie se tienen los datos siguientes

Arallo | 2 3 4
R i 1.49 2.08 | 2.9
| 1Y 14.30] 21.4% [ 27.51 | .
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© R ¢s e} radio del i-azims anille y- L; la longitud da un pex ?*cuyo
radio ¢« e«icans 63 . . For wtntmcs cuadrados encuentire la recta
L eac*bl, qua pejor sa a'usta & eitos datos
c) Corsidersmos un paz Cuys radio R es 2.7 y prasants 4 anillcs =
. por tanis su edad asld entra 4 y S afivs - o

Con 19 rects estimada en el inciso (B) , calcule la edad del pez
SURinlendo aue 1a tasa J& crecimianto  despuss dal 4. oMo se
santiens constante ¢ igual a L (4) - L (D). :

d) Mag realista we is suﬁoncien anterior @s considerasr que

Lu.ou)-l.(t)_.‘“. -Ln))
&b

“Tome &L s § vy los valorn de I. mn los “leulms con la recte dol
sreiso (b) , pars estimar Ky l.

e) Con’ les resultados del tnc“e mrur ulculo u eded dol m

Problens No. zo.’ ‘ _
En una capa de aguia . 1o luz ‘panatrs de wodo  eus - la intensidad
disairuye conforme sumantas la profundtm %, e scuerdo con o
uy dc Souger - Lambert.

. ) ¥} .:..“co-oo t1) B -
‘3o o8 1o intensidad de 1a luz en 18 superficia de la cors u » o8
une corstante que depends de 18 Calidad del sgua ) pPor Gjemele
1a cantidad ce sal disuelts .

‘@) Muestre «aque Pera una profundided = , 1a intensided es

. directamente proporcional 4 1a intensidad de juz en 1a. superficie. .
B) §1 el coeficiente de absorcién u ., cambia & ry entonces is

intensidea t () se relaciona con la inunsidad I (@) de la ecue-
-cian (1) dol modo siguients -
' I m) o F %y t' (x)

mcuu. . y
€) Dmutro qQue & ura arefundtdad dcdo x, la intensided l..(-)

ﬁm cuando r erac (suoounc:a ' :L u/x.» . ademss I/%e > ,)

. .
@) Pars sinplificar supongamcs Gua a es el coeficiente de
absorcion dal asus dulce v que el -coeficiente crece linealmente
_Conforme agragencs Sal de forna tal que p e (s ¢ J)a, donde & @S

6.



s

C1a sad 1 dad.
Pﬁ

) 3 Cual es ol tamaﬂo de x cuando X

a) 51 x (L) = —-K—_T . dmuestr- qye o
‘ 1 «+ Ca’ “' ek . . R
K = x - .
EFL abnoe @ el ﬂw:vmu ( _l th Gt . i ¥ [ . ]
¥¥ ¥ S BTG . fﬁ:-qg»m IS
b) ux;anpo sta relacign cncgqm;r qm estim €n— . una,
) para Igsghhrlﬁ. #os & vy a, £aFa unis Tc *J.w tar us *

. g.- Cruse , A. B. , Granbarg , M. " Lactures:or. fmdmhh e

2.~ Leithold . L. * El> cnculo con gaometria . anauuca
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.:hmm e mm e 7
mo.;, -mm wmzruum e da iu'w *llltga los cwbs ‘e

Prbblu& No. - u.' ©E

Ura cmt.:aad x cr.cc io{fs;icimm@qi $i 8u -dependencia’ con @l

Wil

Eips s

c,.t
‘-

0% 2
B) S Cual «s o] tamafio de x cuardo’ t tiendc & Snfinibo ?
<) & Gud intarpretacidn tienen las constantes Kyec: 7

e o o pee L

a) Def:n 9 “'), =

Problema. Nps: <42e =%

cuyo'crtcinionbo ‘se dcscribt en la tabla de -bajo o
R ax:?&_.‘.;'_a:k;*‘;fj_

Edad de 1a v ‘
e gotonta 31 02 kg o9
5 AEIasES i}y P
v TArem -] 0.24 | 2.78 |

(cm) : 1

?"-mi wh

Addison-Wesley , Reading Qass: (3971) rt

e

Hi"i. » Mv ‘(1982) E R T ¥ SRS TR SR T

N

-—ﬁaﬂwr’ ;R " Anslizis nttdﬁestxco:m ﬁioiod’sU'- e
éI-"ararnmf't:r , Madnd &39713 e

g

- sﬁmrn .4E.Ua"' mgwu umwﬂtuu

cmA "“9’3’ R = R ,&_._v LR et e,

- Stcin s She * Ctlculo Yy eoomtru anautxca
Mc-Graw Hill (1982)

A
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6.~ Urauhart , N. S. 3 Clew , D, J. * Mathematics in biology ! cal
culus and related topics :
W.W. Norton . New York

2.- Grupo de biomatematicaz . " Curso basico de matematica en bic-
" "

logis *
Vinculoz matamaticos . Fac. ciencias (UNAM) (1926&)
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