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SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES DE PH-DISTRIBUCIONES

Pavel P. Bocharov

(Universidad Rusa de la Amistad de los Pueblos, Moscu)

RESUMEN

En el presente trabajo se exponen las definiciones y
propiedades principales de distribuciones de tipo de fases

(PH~-distribuciones).

§ 1. INTRODUCCION

La nocion de fases propuesta por A. K. Erlang [ 1] es
muy usada en calculos de caracteristicas de sistemas de
colas. El desarrollo del metodo de fases se asocia con la
introduccion de D. R. Cox [ 2 | de un nimero aleatorio de
fases secuenciales con diferentes parametros de distribucion
de cada fasé. La distribucion, cuya lnterpretacién de fases
provee el arreglo en paralelo, fue introducido por P. M.
Morse in [ 3 L La distribucion mas general en la estructura
de rases fue 1: PH-distribuciou. introducida por M. F. Neuts
en [ 4 i su estructura de fases cubre casi todas las
configuracicnes de fases imaginables. En sus trabajos
posteriores M.F. Neuts intento el estudio sistematico de las
La exposicion mas

propiedades de la  PH-distribucion.

comprensible de nociones -y factores basicos concernientes a

la PH-distribucion esta contenida en el libro de Neuts [ 4 I

tradicion en la  literatura

Siguiendo  1a id
PH-distribucion merece justamente ser

refeﬂda como la Distribucion de Neuts.

SIDERA PUBLICA-
SICAS., :l PARTICULAR DE MATEMATICAS !

S . & ‘2. DEFINICION E INTERPRETACION PROBABILISTICA

PH-Distribuci A inuacion se daran en forma

coridensada’* “las - ‘noclones  y ~resultados basicos . para la

) PH-distribucion.
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Definicion 1 { 4 ). La funcion de distribucion Fix) de
una variable aleatoria no negativa se Ilama una de"i.bu:t;m
de tlpo de Fases (PH-dLstr(bucu;n) si puede escribirse como

Fix) =1 - ™1, xx0, (m

donde 7 es el vector probabilfstico de longitud m,

m
Z fau s =T,

1=l
G es una matriz (m x m) con la propiedades
m
Z 6,30, G, ®0, i», G <O, t. =,m,
J=l -
y al menos para algun ( Zcum t=T,m; 1 es un vector en
1=l
el cual todos sus p son iguales a 1.

Definicion 2 [ 4 ] La pareja (f,G) se llama una
PH-representacion de orden m de la funcién de distribucion

F(x).

De ahora en _:Acla.nte nos referiremos a la
PH-representacion implicando el par (f,G), donde el vector f
en la

y la matriz G las propiedad indicad
definicion 1.

Sea g = - Gl.

Definicion 3 { 4 }. Una PH-representacl;n (£,0) se llama
irreducible, si
f'“e 1= =1y lamatriz
"e“‘—r—"?o—”f- (@
es Irreducible.

Una funcion de distribucion Fix) de tipo de fases tiene

Pagina 3

una Interpretacion probabilfstica la cual se muestra a
continuacion [ S 1. '

Sea v, ..V nimeros reales .

vE G, t=I,m,
y6, t,j=1,m, se define por

G
it
o A=),
"

oy, .

1+

Ou Gl f .

Y
Entonces,
m —

951 0z0, (=l m

le u u

mrd«@ummw-}m«ummm
(fig. 1), que a cada instante de tiempo contiene “solo’ una
demanda, es decir si hay un clienté en la red, el ‘flujo ‘de
llegadas a la red se bloquea. Un cliente que se dirige “con
probabilidad fn al nodo {, t=l,m, y con probabilidad
complementaria ) - :

81

ra-)r

) F) ) ) -
deja la red, evitando todos los nodos. El tiempo de estancla
del cliente en el nodo i se distribuye exponencialmente con
parametro v, Saliendo del nodo I, el cliente se dirige al
nodo J, JjeI,m, con probabilidad 8, ¥ con probabilidad
complementaria .

A ’f

0 = l- e

L TR
deja la red.

Paglna »
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Fig. 1

Duaqu{nslmquc
P v =1-1Pot =1 -, xa0.
Asi, F(x) es la funcion de distribucion del tiempo <
en que el proceso X(t) termina o, lo que es lo mismo, usi
del el

jempo de per { en la red.

La irreducibilidad de la PH-representacion = puede

interpretarse de la siguiente manera [ S ). Sea

!
P e
y iderese una red exponencial cerrada, ia cual se muestra

cusmm.lmdcm ia
de una demanda al haber entrado ésta en 1a red completamente

vacls. Denctaremcs por T el tiempo de estancla del cliente en

Ia red. Sea X(t) el Indice del nodo, donde se encuentra el -

clisgte al Intstants t. El proceso X(t) se define solo para
Instantes de tlempo te(0,%) y es un proceso de Markov
homogéneo terminante. La matriz G se llama el generador del

proceso X(t),
v,(0,-1), t=),
[}
v,y i)
Sea Mt) = (p”m)' Jut
X(t), o8 decir p(t) s la probabilidad de transicion del

cliente desde el nodo { al nodo J durante el tlempo [0,t), a

ia matriz de transicion del proceso

condlcion de que el clients que se encuentra en la red estd

en ¢ nodo (. La matriz P(t) satisface el sistema de
ecuaciones diferenciales de Kolmogorov
Srverw. [
con condiciones iniciales P(O) I, cuya solucion esta
no = o ) )
Pagina s

en 1a fig. 2 con un nodo adicional con Indics 0. La demanda,
qummpmbﬂwtwmumdol.l-m,dm
0, Instantaneamente sale y después de acuerdo a la
distribucion f,..li'f._n? nuevaments se dirige a uno de los
12,..m. En este caso  uma
significa que en la red cerrada
con un cliente aleatorio caminando IGA esta red puede

nodos con Indice

.

PH-representacton (rr b

encontrarse desde cualquier nodo ¢ hasta cualquier nodo J.

_.IT:_LJ_—..,
.o

4

0”

,_t‘;-l o

Fl;. 2
Todas las caracteristicas de Ia PH-distribucion . con

Plll-roprmnucl;n (7.G) puede definirse en términos del
Pagina ¢
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vector?ylimu-lzc. De esta manera, para la transformada
de Laplace-Stieitjes (TLS) p(s) de la funcida de distribucion

F(x), tomando en cuenta la non-singularidad de la matriz G

para una PH-repr Irr
.(s)-foa?*(n-c)z-x-s?‘(st-c)"‘f.nsm. (s

{ 4], tenemos ~

de la funcion de distribucion F(x) estan dadas

y los
po‘r las férmulas

EC -6 T, k=12 .. (6)

Consideremos unos ‘breves ejemplos de distribuciones de
tipo de fases. i

Ejemplo 1. Distribucion Generalizada de Erlang obtenida

[tado de Ia de m distribuciones

como un
exponmhlesconparimctroski.l-l._ni.esdedpoderm
y su PH-Represennck;n estd dada por el vector 7'=(1,0,...,0)

y la matriz
A A 0 ..
1 1
(] '7‘: Az

0o o0

o0
Cs=

0““6""0 e =R A

m-1 m-1
0 0 0 .. O=-a
-m
Ejemplo 2. Distribucion Hiperexponencial

Flx) = Ef' (-e), xx0,
1ag

es tambien de tipo de fases. En este caso

T
T sy £y o £ G = dlagl=ay Ay s 1),

?W 7

§ 3. PROPIEDADES
Omitiendo factores conocidos, establecidos pard la

PH-distribucion [ 4,5 1 se discutirin . solo clertos nuevos

resultados para estas distrib jas para la
prueba de algunos afirmaciones en el capitulo 2. Por
convenlencia sea fo = O, es decir =t '

Lema 1 [ 5 ] Sea (£6) una PH-representacién

 irreducible de la funcién de distribucion F(x), sea 7 algin

nimero tal que 0 < 7 = 1 y P'=(1-p)?, G'= G .+ U-9F"T

140 3 Aueih]

Entonces el par (?',G') es una PH-repr irr

de 1a funcidn de distribucién de tipo de fases F (x),
o
Fox)=1-1 I.Gx-r' x = 0. n

n, 24 U

la Interpretacion probabilistica
de la funcion de distribucién F(x), pero antes introduciremos
algunos cambios en el. A saber, introduciremos fnodot
adicionales numerados como O y m+l, a traves de los cvulu ia

demanda pasa inmediatamente. A que la demanda, quien
pleto su tiempo de en la red, sale de la red con
alguna probabilidad positiva ¥ y con la probabilidad

complementaria 1~y reingresa al sistema llegando a uno de los
Bodos  1L2...m de acuerdo a probabilidades definidas por
el vector 7 (fig. 3). Ahora denotemos el tlempq‘d; estancia
de la demanda en el conjunto de nodos l.Z.j...m _por < y
sea X'(t) el Indice (de este conjunto) del nodo, el cual
contiene al cllente en el momento t, t € [0,x). X'(t)
también es un proceso de Markov homogéneo con el generador
igual a G Asl el par (7°, G°) es uma PH-represenucl;n de

la funcidn de distribucion de tipo (7). La irreducibilidad de
Pagina s - !
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330, 1) L=Tm,
ymmmwimmpommmm’mmnqu

z‘l‘f'l ot=Tm,

entonces [a mateiz B es una M-matriz' . Para la matriz H tal’
veotor es ol vector X = 1. Mas ain, Ia matriz G de la
PH-represantacion Irreducible es non-singuiar. Asf, H es una
mmm—dnm.mbqumwellm.

Por la convenlencia de exposicion, llamaremos a la
matelz © cltlbtc.dpﬂntodn‘malgenulorei
A uumﬁnma‘couuusrmy:ubcsnuza
oonkaa‘lo('ll.

Ya que los eigenvalores de las M-matrices non-singulares
“tlenen partes reales positivas, entonces del lema 3 obtenemos
directamente

1a PH-representactén (¥, G') es obvia. De esta forma. la
demostracion del lema se completa.

7

-7

Fig.3
La distribucion de tipo (7) es una modificacion de la

PH-dlstrlbucl;n (1) tomando en cuenta el retroceso.
Como mostramos anteriormente para una Pl'l-rlpruenm:l;n

irreducible (7,G) l1a matriz G es non-singular. Tomando esto

Corolario. Sea (7.0) wna PH-representacion irreductbl
Entonces la matriz G es estable.

Il planteamiento ruundo' permits concluir que Ia
PH-nprmn:ul;n es una exponencial en el sentido [ 8 ] para
distribucicnes con la fraccion-racional TLS.

Formularemos un resultado mas concernlente &
PH-distribuciones. Notemos que aqui y en adelante nmos a
utllizar las noelonn del producto Kronecker de matrices AeB
¥ de s suma de kronecker AeD = Ael + 1eB [ 7 .

andl!l.!lhmtrlzﬂuuubinyhmtri:l.es
subestadle, entonces

! Cxiston mushas  otras  definlsiones de  M-matriz ;
oﬂ;mm . ia  prepuests. Uns  bells exposicien de la
toorla  do 'I-.dn«u y o oplisacienss on  dliferentss ramas

lu-lmuumclywlb

4

en tanto como el planteamiento del lema 1
inmediatamente vemos que lo sigulente es cierto.

Lema 2 [ S L Sea (7.6) una PHe-representacién
frreducible y sea 7 un nimero del Intervalo (0,1]. Entonces
1a matriz

egr(1-9)3¢ ¥

es non-singular.

[

Formul g planteamientos para
PH-distribuciones.

Lema 3 [ 5 1 Sea (7.6G) uma PH-feprsenncl:m
frreducible. Entonces ‘la matriz Hs=-G es una M-matriz
non-singular.

Demostrecion. Como se sabe, si la matriz B satisface la

condiclon

Paglna ¢
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I (e%t o ott) dt = - (G 0 L.
[

Demostracion.- Notemos que, si la matriz A es stable,

entonces
J' ot at - At @
°
Posteriormente, de acuerdo a las propiedad del prod
tensorial tenemos
.(G L] I.)t_ (ect ° .Lt). o)
Mas aun, utlizando las propiedad del prod tensorial

tenemos que cada elﬁenvalor de 1a matriz G @ L es la suma de
los eigenvalores de las matrices G y L. Por lo tanto la
matriz G @ L es estable. Asi, tomando en cuenta 8) y (9),
conluimos la demostracion del lema 4.4

Lema 5 [ 8 1. Si la matriz N es de la forma

N=Q+CB, (10)
donde Q es una matriz cuadrada non-singular de orden n, CcyB
son  matrices rectangulares, cuyas  dimensiones son
respectivamente iguales a nxm y mxa y la matriz ¢, definida
SLomo ‘

¢=1+8Q", an

es non-singular, entonces la matriz N" se representa de la

forma
N'= oY1 - co7s0™). 12)

Regr a. las propiedades de las PH-dIstribuciones.

Mostraremos que lo siguiente es cierto.

ton 1

Sea (?.G) una repr irr

Annthl,

de la

Lema 6.
funclén de distribucién F(x) de tipo de fases, 71 = 1, g=-G1
y lp matriz cuadrada H subestable. Entonces

Pagina 1

are) =
]

al-UeMHeG HoD =ile T HHe G Mo D =
ar-TonGoe Tem =T e NGe W Feo

Demostracion. En efecto, usando el lema 4, tenemos

al-Te TIH e Gl H o Dul + (T @ ?’)J' (eHteeCt1dt(H @ D)=
. 0 '
=]+ I ?Tect'fdcm = J- thdF (t) = I thdF (t)?“oct'z‘ dt =
-] o [ -
e ?’)f oMteellatit o D = 10 T e )T 0 D).
]

En forma similar probamos las otras dos igualdades.®

Corolario. Sea (f,G) una PH-represetacion irreducible
de Ia funcién de distribucion F(x) de tipo de fases, ¥'1 = 1,
sea ¢ls) la TLS de la funcion .da distribucion F(x) y la
H subestable

matriz-(nxn} con eigenvalores L AR S

_Entonces la matriz

s=1-tUetNHeG HeD (%))
es lnvertiblé si y solo si,

'(-7l) =0
para todo 7

Demostracion. De acuerdo al lema 6,

¢= J' TR = pl-H),

[ ] s

por lo tanto la matriz ¢ tiene eigenvalores M-‘rj {9l
Esto conciuye la demostracion del corolario.® '

Observacion. Como sigue del lema 6, tenemos algunas
definciones equivalentes de la matriz ¢.

Lema 7. Sea (7,G) una PH-represetacion irreducible de
orden m de la funcion de distribucion F(x) de tipo de fases,
721, pls) es la TLS de la funcida de distribucion Fx) y la

matriz-(nxn) H es

?&qinc 12



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

subestable con eigenvilores Tp Ty e Ty Entonces la
matriz (nm x am) .
GuHe(l1-TM+1e0
o8 invertibie si y solo si, '(-r‘)-t)pmtcdovl.
Demostracién. Reescribamos Is matriz G como
GeHoeG-(Hoe Dite . 14)
Usando Ia Igualdad [ 10 ]
det(Q + CB) = detQ det(l + BQ'C),
obtenemos .
" 4atG = dettH @ G) detll - (1 @ THH ¢ G'(H o DL
qumhntrlzauuubhyumtrlzﬂu_mmblc.
entonces la matriz H @ G es estable y, en particular, esta es
Invertible. Por lo tanto la condicion necesaria y suficiente

para que ia matriz G ses invertible es la invertibilidad de la'

matriz
sui-tNetHe G He .
El planteamlento de Lema 7 sigue ahora de el Corolario desde
ol Lema 6, que ha sido probado.®
Notemos que la TLS '(!i de una variable aleatoria no
negativa no tlene zeros reales no negatives [ i1 ] Por lo
que del Lema 7 cbtenemos el sigulente
Corolario. Sea (7.G) una PH-represetacion irreducible de
la funclén de distribucidn F(x) de tipo de fases, T'1 = 1 y
la matrlz H tiene sdlo eigenvalores reales no positivos.
Entonces la matriz .
GuHoetl-Ms1060
es Invertible.
Lema 8. Sean

o 'y

irreducibles de la funcidn de distribucion Fix) y Lix) de
Pagina 13

PH-representaciones

tipo de fases, 7T e Ly lamarizG=Ho (I-TM + 106
invertible. Entonces la matriz G puede darse por

GluHeG I+ HeDw'WeTHe ) 5
donde la matriz ¢ esta definida por la formula (13).

Demostracion. Si existe G™, entonces los lemas 6 y 7 ¥y
sus corolarios dan que la matriz ¢ es non-singular tambien.
Para probar la formula (1S) usaremos los resuitados
formulados en el Lema 3, despues de haber reescrito la matriz
G como (14). Esto completa la demostracion del lema.®

El planteamiento demostrado arriba es muy h?lpomnte

’

panélculos p {onales pract! relacionad

invertibilidad de matrices del tipo de las dadas en el Lema
7

Ahora consideremos una funcion de distribucion F(x) de
tipo (1), sin restricciones £30, Je 12, .., m. Denotemos

esta funclén de distribucion como QPH (quasi-PH). Al par

(7,G) en este caso lo llamaremos como QPH-representacion. Mas

(,6) Irreducible si la

aun llamaremos una QPH-repr

propiedad (2) se cumpl

Lema 9. Sea (7.G) QPH-representacion irreducible de la
QPH~distribucion F(x), T"T=1, p(s) es la TLS de la funcion de
distribucion F(x) y la matriz cuadrada H subenable. con

la matriz

igenvalores (11). E
G=He(1-TM 100G
es invertidle si y solo si, v('v|) » 0 para todo (A

Demostracion. Hemos snido los r dos requeridos

en una manera simple siguiendo de la demostracion de los
lemas 6 y 7 y sus corolarios, y tomando en consideracion que

en la demostracion de ellos ta condicion S0 no es usada en
Pagina 1
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todos.

Un nimero de otras propiedades de PH~distribuciones, tan

bien como construccion de procesos aleatorios basados en lo

ultimo pueden encontrarse para el lector Interesado en { 4 ).

Pagina 18
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SOLUCION MATRICIAL-GEOMETRICA DE UN SISTEMA DE SERVICIO
QMSTRIMW!EFASESENTWCWSCCARRRBOSYDE
SERVICIOS

Pavel P. Bocharov
(Universidad Rusa de 1a Amistad de los Pusblos, Moscd)
Sergio M. Nava Mufioz
(Universidad Autonoma de Tlaxcala)

RESUMEN

En este trabajo se considerd un sistema de servicio con
un servidor, sdelante una cola flnita y que se describe por
la distribuciones de tipo de fases. Se lnvestig la
disciplina de servicio que supons interrupciones  del
urilclo,dcmr-rmdcmudnmnlslnmod-h
generscidn de una demands, al sali del sistema una demands,
replitiendo después el serviclo o la generacion de nuevo. El
principal resultsdo del anilisis que fus reslizado para el
sistema en consideracion consiste en que la distribucién
- estacionaria del umtllo de la cola es gpomitrlcn. aunque el
parimetro de la distribucidn depende del tipo concreto de
PH-distribuciones que describen el flujo y el serviclo, Para
algunos casos perticulares fus cbtenldo sdemis de la forma
matricial as| también la forma escalar del parimetro do la
distribucion geométrica. Ejemplos numéricos fueron tambien
consldersdos. - )

Pagina 17

INTRODUCCION

Uno de los .primeros sistemas de servicio investigados
fue el sistema con un aparato de servicio de capacidad
iimitada con flujo de entrada de Poisson y tiempo del
serviclo exponencial, que se codifica como M|M|1] . Para este .

haeand,

. en pr de nacimiento y muerte,
diferentes  autores  obtuvieron que la - distribucion
estacionaria de la cola para Iquiera de las 1 de

servicio FCFS (First Come First Served), LCFS (Last Come
First Served) y RANDOM, se puede representar en forma
geometrica (ver por ejemplo [ 1 1). Este mismo resultado
tiene lugar, en el caso de una cola finita, para el sistema
de servicio M|M|l|c (ver, por ejemplo, [ 2 )). Tlempo despues

14 . "

una pr 8 ica de la distr

s ob
estacionaria de la cola para el sistema de servicio M{G|l|rs
con una distribucién arbitraria del tiempo de serviclo, tanto
para el caso de una cola infinita como para &l de una cola

finita, para la disciplina de servicio LCFS PR (Last Come

[First Served Pr i R ),

P Esta disciplina presup
Que una demanda nueva, al entrar, interrumpe el servicio de |
la demanda en el aparato y ocupa su lugar. La demanda

interrumpida espera en el primer lugar de la cola y después

_continua su servicio desde el punto donde fué Interrumpido.

En | 3 } se demuestra también que la solucion obtenida para

la distribucion de la cola, es invariante respecto a Ila

funcion de distribucidn del tiempo de servicio. Para la

disciplina de servicio LCFS PRR (Last Come First Served
B Pagina 18
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Preemptive Resume Repetition) que 2 -diferencia de la
da interrumpida se

disciplina LCFS PR sup que la d
sirve de nuevo para el sistema de servicio M|PH|l|r con
funcion de distribucion del tiempo de servicio de tipo de
fases (PH-distribucion, Introducida en [ 4 | y -estudlada
umblinuntzl;mépltulol)m[Slseobmvomblin
una forma geométrica para la distribucion estacionaria de la

cola, pero, en este caso, dependlents de los parimetros de la

§ 1. DESCRIPCION DEL SISTEMA DE SERVICIO
Consideremos un sistema de servicio con un servidor que

tiene un acumulador de capacidad r finita, 04r< . Se supone

que of flujo de demandas es recurrents con la funcion de

distribucion A(t) de tipo de fases,

Tla,

quamutaconum?ﬂ-nprmudﬁn(&".h)dtmlymn

A =1-3 M, @0,

es lirreducible { 2,4 ]. Los tiempos de servicio son
independientes en conjunto y tienen ~una funcidn de

PH-distribucion. En [ 5 ] también se investigo ol si de
servicio PH|PH|1|r con disciplina de serviclo LCFS PRR, sin
embargo, en este caso la solucion para la distribucion
estacionaria de [a cola no es gecmetrica.
Enelpruentatnbuhuinvestlpolsmmdn
servicio PH|PH|l|r con una disciplina de’ servicio tal que.

d de las suposici

PRR, presupone que una demanda servida, al salir del sistema
Interrumpe la generacién de la demanda en la entrada y que la
generacion de esta demanda empleza de nuevo.

En § 1 se da la descripcion del sistema de servicio en

consideracion. En §2 se deduce el si de 1 de
equilibrio. En §2 y §3 se presenta el anilisis de este
sistema de ecuaciones y se obtlene uma solucion
matriclal-geométrica para la distribucion estaclonaria de la
eola.EnByiSseeomldarmcampnrﬂ:uhresdnlu
PH-distribuciones que caracterizan el sistema de servicio y
se presentan ejemplos numericos.

Un breve estracto de este trabajo fué publicado en { 6 1.

Pagina 19

de 1a disciplina de serviclo LCFS

distribucién comin B(t) que es tambien de tipo de fases,
Flen

que admite una PH-representacion (3",M ) rreducible de orden:

Blo «1-8 M1, w0,

m.

La disciplina de servicio supone que la demanda que
llega al sistema, si éste no esta vacio ni completamente
lleno, Interrumpe el servicio de la demanda que se’ esta

sirviendo y pi a derss, col

do la otra demanda en
la primera posicion en la cola. La demanda interrumpida
repite su servicio desde el finicio y su tiempo de serviclo se

. I3

distribuye segin la funcion de distribucion B(t). En el caso

do una su servicio saliendo del sistema

ella interrumpe el recorrido de Ia generacl{m de la siguiente

. "
comienza su generacion de nuevo con la

day esta d
funcion de distribucion A(t). Una demanda que llega al
sistema cuando el acumulador esta lleno, es decir todos los
lugares del acumulador estin ocupados se pierde y no regresa
ulistem.wquﬁsmufmaénnndlulumndcqucumi
sirviendo ni a las que estan esperando.

El comportamiento del sistema considerado se puede
Pagina 20
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describle por un proceso de Markov homogineo  X(t), t20 ,
oon el conjunto de estados

x 't.oxt ’
donde

Xom (4,0 | (=,2,...,0 ,

Xus  (LkJ) | (sh,2,..0 JoU,2...0m =12, R,
tdad dal sl

con R F + 1 que dencta 1a
Aqul para un tlempo arbitraric t el estado (1,0) Indlca

que el sistems esti vaclo y la demands que se esti generando

pasa ia fase L, y ol estado (L)) significa que en ol
sistema estin k demandas, la demanda que se genera esta en la
fase | y la demanda que se sirve esta en la fase J.

Bajo estas suposiclones todos los estados del proceso
X(t) son comunicativos.. Por lo taato los limites de las
probabllidades

P.-uﬁlP Kitlmx , x € X,
existen, son _u'.rlcuuuau positivos ¢ Independientes del
estado Inlcial ¥y
estacionarias. R

- Paglno 2!

coinciden con las  probabilidades

§ 2. SISTEMA DE ECUACIONES DE EQUILIBRIO
Introduzcamos ahora los vectores

Ble (P PP

BimtP, Py PP Pacar e Paar P P raa
Las probabliidades estacionarias ~ B ks0.K

solucion dnica del sigulents sistema ecuaciones de equilibrio

. T

forman la

6’-#‘Ao?‘(?a’-i.’). : W
[} F‘(XZ’ f)ol”(/«.un?‘(ta”oh’f), @

'v-’tsx:to’r)OPT(AOII)¢Pr‘T¢0§f).

=2,T, 3
[+ 4 F’(XT.T!’)OIWA.M.X:.!) (L)) '
Junto con la ién de normalizacio |
EF a1 -
k =0

Aqul se utilizan las notaciones X = -A 7, # = -M 1,
AeB es el producto Kronecker de las matrices Ay By

AeB = Ael+leB [ 7 1.

A continuacion se llustra la cb i de las f

de equilibrio. Primero escribiremos la matriz cuadrada

n
A-(nu)l -

A.‘- (a‘ 1 Bapreer .nn). t

y la. mtriz A con todos los elementos de la dlunml_i

en términos de la matriz diagonal Ay

principal mtltuldos por ceros denotado por A

La figura 2.1 describe el esquema de transicion de X(t)
durante un intervalo de tiempo At, para los subcon juntos x.
los -cuales contienen los estados con k demandas en el

Pagina 22
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X T _ 2
(1" o i) W

' 0
=My Ot l ) I (Nyg Wt w

’fnzf o N vt
g™ C@:] (Ao M Tt ()
1 A o ) e
]

I=(~(A @ M)

Xxet

‘I' (127 o 28" vt

=)
[ & e tdh o

Xk-t

o
I~{-A @ M)dlet (Ae Il)d‘ vt (tit)

k2,7

AoM+3Ten® we

1--(A @ MsXaTe D IO ' = i
I (2T o 78N w twm
Xe

Fig. 2.1

.

Primero explicaremos la ob i
k=2,3,...,r fijos. Es posible pasar al subconjunto X' durante

de la {én (3) con

un intervalo de tiempo At de tres formas. La primera es pasar

’ .

dicion de la ) 1

desde el subconjunto Xk_‘ a

o

de

interrupciones de servicio, entonces la demanda que llega
empleza a servirse y entonces selecciona la fase en la que
iniciara su  servicio, éste se representa por el vector de
probabilidades B La segunda forma de pasar al subconjuito
X.esp‘rﬂa\dodllmmx."wrmdlodch
terminacion del serviclo de la demanda con una intensidad
definida por el vector ji, después la demanda que se eacuentra
en la primera posicion en el acumulador pasa al aparato de
servi:loyeumeuloclnctorfddlmhu!mﬁndo
1a fase Iniclal de su servicio. Como se considera en la

’

) : interrupci en

disciplina de servicio que
la generacion, la demanda que sale provoca que la demanda que
se esta generando Inicie nuevamente su generacion eligiendo
la fase inicial segin el vector 2'. Y finalmente existe la
posibilidad de que no se abandone el subconjunto xk durante
el intervalo de tiempo At. }:stowedemdadurornu. Ea
el primer caso no ocurren cambios de Ia fase, sex en la
generacion de una demanda lo mismo que en el servicio; ésto
“de Ia

1, tdad. 1, 1,

por g

se repr a los el t
diagonal principal de la matriz AeM y tomindolos con signo
opuesto, es decir por la matriz ~(AeM) o En el otro caso

pueden ocurrir cambios en los procesos de gmclén y

" 1 tdad:

se repr por

serviclo, Esta sit

jguales a los elementos de la matriz AeM que 1o estin

una nueva gmraclﬁn de demanda, la cual esta repr
n.xe. do en

una nueva demanda comienza en seguida y elige la fase lnl;:l;l

por la in ‘quellgenerulanda

de su generacion, la cual esta definida por el vector
e

probabilfstico @'. Como la discipiina de servicio incluye

Pagina 23

localizados en la diagonal principal, es decir por la matriz
o )

)“.

De Ia misma manera se explica la obtencion de las

(AsM

At

fendo en ta las

ecuaciones (1), (2} y (4),

de frontera.
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§ 3. ANALISIS DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Multiplicando & ambos lados de la igualdad en las
ecusclones (2.2)-2.4) por la matriz Iel por la derecha, se

obtiens
TP RN - Piet - 1o+ B (1o, W
[ ’:_{ﬂrofl . p:(Al’f - 10ih) + F:.infﬂﬁ).
k2,7, (+]]
= BT R 26D+ Bltask T - 1eid. ()}

wuplmm-mmauummm?wh

dececha en {2.1) ¥ (1)=(3), se tiene

o—PIXoF“'(Toﬂ). )
o-F:(X)«P}'(-Xo’f-‘foiholl:('foﬁ), (s
o=P (Ral) s Bl Aol -Ted) + Bl (Toil),

. k2T , (6)
o-i:(to'!)-ll:('hﬂ). )]

Multiplicando (7} por (-1) y sumando a (4)-(6), se tiene

PPl (Teil)
Fideh =B (To i),
B{tel = B ( To B, 12
De donde obtenemos el sigulents st de ecuacl
balance local:
PPl (Teil), 6
Pldel) = B (T o ), keTiF. 9)

Por otra parts de (2.2')-(2.4) utilizando las propiedades
Paglina 25

del producto tensorial [ 7 ], tenemos ,
3'-?:3( 3'03')0?:(1\.!)-?:(703) @%e BN,
(10)
8% BY (o) @oB" + Bl a0 M) o B (Tl @ 3N,
k=27, (W
BT oty @B + Bl Aou R0 1)
1z

Ahora sustituyendo (9) con k=i en (10), se tiene que

TP X TeF )+ Blnem) Bl Re @ 3.

Entonces,

P‘f(A.ue(Xo?)(&”.B’n--?:X( e ")
(13)

De forma similar sustituyendo (9) con k=2,r en (1),

tenemos que .

3 BT (o) @Te) + Bire) + B] Cloly (& "), ksZoF.
Eatonces,
Biaene Roh @edn =P (ol @8N,

keZ,T. 14)
Por ultimo de (2.4) tenemos
Plaems e 1) = F1 (e @ N,
y ademas
(Ao_Hoxz'ol)-(AO eleleM.
Entonces,
USRS ESTRR tou) = (oh) @e 8h. 19

Pagina 126
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ESTACIONARIA DE LA COLA DE ESPERA
En la seccion anterior analizando las propledades de la

distribucion  estacionaria P, xeX, hemos obtenido las

ecuaciones  (3.13)-(3.1S), las  cuales satisfacen eésta

distribucion  estaclonaria. Y ahora vamos a cbtener la

4

solucion del SEE b d en las (3.13)-(3.15).

Con este propésito for&ulmmns algunos resultados que
necesitaremos en los sucesivo.

Lema I { 8 L. Sl la matriz ¥ es de la forma

N =Q +CB, m
donde Q es una matriz cuadrada non-singular de orden n, C y B
son  matrices  rectangulares, cuyas dimensiones son
respectivamente iguales a nxm y mxn y la matriz ¢, definida
oo .

=1+ B0, &3]
es non-singular, entonces la matriz N' se representa de la
forma

N'= oY1 - co'Be™). . (&)}

Lema 2 Sea M una matriz de la forma

M=AeM+(Re7)@d, @
entonces M es invertible y es de la forma

Ma(roem'i-(Relw'@edNAem™ (5
cong=1+(@BNAeM'ReT:

D acion . D

c=Xel BaP.

Entonces M se puede representar como
Pagina

Q=AeM,

23

M= Q+CB
Segin el lema 1 la matriz M es Invertivle si Q" y ¢ .
existen. La matriz Q es non-singular dado que mantiene las
caracteristicas estocasticas de Ay M, por lo que podemos
asegurar la existencia de Q™. Por otra parte ¢ es igual a
¢=1+QedNMAemRe D,
de donde podemos ver que ¢ es un escalar. Entonces para que M
mlnverﬂbleumcesarioque‘aﬂ.?orlupropie&dade

PH-dlstr 121 c S, Apendice 2,
¢n1-@e @M I (e"ee™tiar (X @ 1. ®
]
Pero
ReD=(-ALo1) N

Ahora sustituyendo (7) en (6), obtenemos ¢ de la forma
$=19 @%e 3N (Mo .“‘m ateh=

° .
=]le I (:t.MAf ° 3’-“‘1)«. (8)
(]
Y como la diferencial dA(t) es igual a
dAt) = 2TeMAT dt, )
por lo tanto, ftuyendo (9) en (8), que
#=1- l B M haatw). o)
°

Pero sabemos que

Bv = 1 - FTeMT,
de donde se deduce que

FeMt =y - B, w
Sustituyendo (11) en (10), obtenemos

¢=1-1]0-~Bit) vdA(t) -

0
=]~ | dA(t) + | B(t) dA(t) =
° °
=]1-14+

B(t) dA(t) =
°
Pagina 28
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- [ B(t) dA(t) > O. 12)
o

,

de distribuci la

Como At} y B(t) son funci
integral es estrictamente positiva, por lo que o existe.
Por lo tanto M™ existe también y es de la forma (S), con lo
que concluimos ls demostracion.g

I.cnl:l.umt.rlz:idcﬂnldaoom

;-MOXZ’)oIolnl(.
tiene inversa. )

Demostracion . La matriz A ¢+ X &' tiene propiedades de
una matriz Infinitesimal conservativa y la matriz M viene de
uns PH-representacion (AT,M) que es Irreducible. Entonces la
matriz (A + 21 @ 1 + 1 0 M mantiene las propledades de la

-
matriz M, por lo que M™' existe.y

Denotemos a
cn~(e B NAeu)'ReT),
¢
P T
et T B N AeM) V), 13

Q:- (e 3 ;":\ .

P

{o para d ar el sig
Teorema 1. El sistema de ecuaciones de equilibrio dada

Ahors lo

por las ecuaciones (2.1) - (2.5) tiene una solucidn nica,
que estd dada por las sigulentes expresiones:
T X
. PRY kT
olp W ker

(14)

Demostracién . Utilizando las notaciones introducidas
anterlorments, las ecuaciones (3.13) = (3.15) se escriben en

Paglna 29

la forma siguiente:

LT B X3 B, as)
Bl M = B (Rel) @0 B, T, )
Bu- 2T Rel) @0 3N, an

Por otra parte de (2.1) obtenemos que
F:A--?:(Ti'oﬁ).
Ademas podemos garantizar la existencia de A”, porque A
proviene de una PH-representacién (Z/A). Por lo que se sigue
que
?:--F:(Tzoﬁ)l\"-
--P:(T:.ﬂ)(l\"o 1=
--P:(Y:A"oﬁ).
Definamos P = B] 7. De la iltima igualdad se obtiene que
Pe-F(T2a ") Ten=
--F:(T’:A"Toﬂ):
Sabemos que ~a'A”'T = % que es el primer momento de la
funcion de distribucion A(t). Por lo tanto,
P s B (Teil,
y entonces,
PA= Bl (Tei 18
Nuevamente de (2.1) se tiene que
T AeF(T2ei)
y multiplicando a ambos lados de esta ecuacion por T se
abtiene que
LAt F(t2idaten =¥ (Toih
Pero por (18) tenemos la igualdad
B2 (tedr-rp,
1o que nos da que

B r-ra. . us)
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Multiplicando ambas partes de (15) por la matriz M la

cual segin el Lema 2 existe, obtenemos
?: - -P: 2 ) it

Utilizando una vez mas el Lema 2 y sustituyendo en la Gitima

igualdad la expresion para M} tenemos que
B] = B, 2@ AN umn‘![x - (X.‘b[n + @ odNreM) ™"
(Xo'b] Tt xmm"]}» -
= - X[ o rnerr™ L A a0 et ol
(Mu)"] -
-- l':_e B Ru-ade Fia o n)"-ctz‘d'mr] -
= BT R @ BNa 0 Y. ’

Sustituyendo (19) aqul, y camblando Ia notacidn, obtesemos
(13) para k=l ,
Ahora de (16) para k = 2 tenemos que
¥ - 7 el ol
Sustituyendo aqui (13) con ksl, obtenemos
P =-p, o ¥ (o) @l i,
Por otra parte podemos verificar que

A
@ A"t = "L 0T, (20)
y ademis que
A=R (el (2n

Esta igualdad junto con (20) y (21) dan (13) con kw2.

La comprobacion  de (14) pars cualquier k, kel,F, se
demuestra facilmente por induccion. La expresion (14) para P:
la otenemos de la misma forma de (17) y (14) con ker. Asl
conluimos fa demostracion del teorema.g

Pagina . 31

Denotemos a .
p,= ¥ (Te, p.-':('f.f); e
s.-r.-?:'f.k-tmdohar-uu’pmm itidad de que
en el sistema estin k demandas. Del teorema 1 se sigue el
sigulente e
Carolario 1. La distribucida estaciouaria

se presenta en la forma geométrica:
P, p,#" =TT, : © (23

P = * 3
* P, p, P k=R, (24)

Demostracion. Las focmulas (23) y (24) las obtenemos de
una manera evidente multiplicando a ambas partes de (14)-per
Tot y sustituyendo (22).. SR .
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§ S. CASOS PARTICULARES
A contlausclon analizaremos la forma expilcita de la

particulares  de

comunuepgndgmm

PH-distribuclones que describen el sistema en consideracion.
comoumaun)
c= -(2'.!')(1«.::)"6.1)
. Utllizando la demostracion del lema 2 de §4 llegamos @

-[(l = B(t)) dA(t) ,
o
y mas ain
c-l-[i(t) A'(t) dt . (1)

Primero, mlmuwclemmdohfmlonde
disteibuclon A(t) es de Erlang y la funcion de distribucion

B(t) es hlpouxpomhl, es decir,
(kA ¢ttt

K1) = Sy — -
2
B(v) )‘_b a-eth.
ist
De (1) y (2) se sigue que

X k-t .m
cm 1 [‘gb(l-c’“')][(u)' ]dt

t" (m I -1 "“‘ag-[ ot "“"*"m].
[0} °
' 3
Por otra parte podemos demostrar que
Y My (k-:)l )
0 H
Utilizando (4) en (3) dos veces con H = kA y H = (u'¢k4\).

obtenemos
]
cml- t" (kA) (k-l):_ (k-l):]
(A)" (g +ka)
1 1
ai- o [ [ - ]

181 (u )
aqw: 33

E como r

. . .
c= bl &—. . N )
,(u‘okll .

do final

Se puede dar otra Interpretacion de la constante ¢, en °
terminos de la TLS. throciu.ma(s)hnﬁfaln,
funcidn de distribucion A(t). Entonces, de (S) se cbtiene que

»

c= sz' ‘(“:)' (6

Ahora analicemos el caso cuando ambas hmdonu de
distribucion son de tipo hiperaxponencial, i

Alt) = {al a-eth, :
isl . o
B(t) = )Eb a- 0"")‘) N
!
De (1) y (7) obtenemos que

csl~ [tb (1-0"‘1‘)][ :7« .-Alt)] dt
1=

451

=f- abA { ot - '(“ At ]
l-u-l 0
=t-)} a‘bjxl ['(X') r—n
P B
=yst 1=y
y obt como que
csm
lzljil 1 [ 3(]
la c ta con una lnterpretacion

+ en términos de la TLS, es decir,

cm i b a(u )
st
donde alu) es Ia TLS de la funcién de distribucion A(t)

evaluada en s = B .
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§ 6. EJEMPLOS NUMERICOS
A continuacion analizaremos numericamente algunas
caracteristicas del sistema en consideracion, comparando los
resultados con los obtenidos para al sistema de servicio
M{M[1|R. Utilizando para ambos sistemas el mismo p que es la
Intesidad de trafico, definida por
A

P

PRS- O

PENE BVRE S i » ‘
Calculamos la probabilidad de que el sistema estd vacio (P)
yelmmmmﬂqhm_udm(ﬁ)r&;pml
la capacidad del sistema (R)

Ejemplo 1. Ccnsidarm cl llsteuu E[Hlllr. donde la
funcion de dlnrlbuehq . Alt) e dc Erhng y Blt) es
hiperexponencial, definidas por

&t FETL

-03 03 0 0™
0 -05 05 0 01 0 0
A=| 9 905 v Me].0 -02 0 {,
0 0 07 07 e ot a1
6 0 0 -05 -
3'-(1 o 0o o,

Losm:lndosnmrleamcmmoumn

i' - (03 0.4 03

la tabla 1.

9&4&13!

fmbm“ﬂy“ﬁﬂ

f\ wpM|1pe Jepapfe [ ufulipe ] gfu)ts
.2l 0.2148] o.128t | 1.6230 | 1.3600
b 3 0.16270 d.1e1 ]} 2.1960 | 1.5930
4} @.1285 | o0.1072 2.7850° 1.7670
81 0.1043] o0.1036 3.3900 | .1.8930
4] 0.0868 0.101S 4.0110 1.9830
71:0.0727 | 0.1004 || 4.6470 | 2.0440
8 0.0618 |. 0.0998 5.2980 2.0860
9| o0.0530 ] 0.0994 §.9640 | 2.1140
10 | 0.0458 0.0991 6.64%0 | 2.1330
11| 0.0399 | o0.09%0 7.4300. | 2.1450
12 0.0349 0.0989 8.0490 2. 1530
13 .| 0.0307 | 0.0989|! 8.7720] 2.1s80
14 0.0270 | 0.0989 9.5080-| 2.1610-
15 | 0.0239 | 0.0989 || 10.2600'| 2.1630
16 0.0212 | 0.0989 || 11.0200] 2.1640°
17| 6.0189 [ o0.0988 1 11,7900 }: %.1650:
18 | _o.0168 | o.o988 }[ 12,8300 £.16850
19| 0.0150 | 0.0988 || 13.3700 | 2.1660
20 | 0.0134 | 0.09a38 14, ls‘oxc? 2. 16¢

AR i
X0 om do tpo da Cames,

Mm e - o z okl [ERT i
016 0.08 0.06 G0F S0.48 Vi iﬂl ¥
0.10 -0.35 0.20 0,08 0.10 -0.50 0.10

» Mapr 0,03 0.61-0:08 GOTh: -
10.05 0.05 0.10 -0.45]

B 0.2 0.6'0.0 0.0

A=l 0.03 0.03.-0.09 ‘0.
0.16 0.00° 0.08 -0.56

&=(02030400n,
Los cesultados de los calculos para este sistema se

presentan en la tabla 2.

~. Tabla 2
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n
R MM PH|PH MM PH|PH
2] o0.2144 | o0.0267 1.6230 | 1.9160
3| 0.1627 | o0.0214 || 2.1960 | 2.3580
4| o0.1285 | o0.0182 || 2.7850 | 2.7780
s | 0.1043 | o0.0160 || 3.3900] 3.1730
6| 0.0864 | 0.0145 || 4.0110 | 3.5600
7| o0.0726 | 0.0134 || 4.6470 | 3.9240
8| o.0618 | o.0128 §.2980 | 4.2710
o] o0.0530 | o0.0118 J| 5.9640 | 4.6020
10| o0.0es8 | o0.0112 || 6.6450 | 4.9150
1t | o0.0399 | o0.0107 || 7.3400 | 5.2130
12 | 0.0349 | o0.0104 || 8.0490| S.4960
‘13| 0.0307 | o.0100 || 8.7720 | S.7630
14| 0.0270 | o0.0098 || 9.s080 | s.0160
1s | o0.0239 | o.vo9s || 10.2600 | 6.2560
16| 0.0212 | 0.0093 || 11.0200 | 6.4310
17| o0.0189 | 0.0092 || 11.7900 ] 6.6940
18] o0.0i68 | 0.0090 || 12.5800 | 6.8940
19| 0.0180 | 0.0089 {| 13.3700 | 7.0820
20| o0.013¢ | o0.0088 || 14.1800 | 7.2590

‘Como se puede ver la discipiina “de servicio considerada
influye Cuertemente en las Mktlcu del sistema. Por
ejemplo para R=20 y p fijo el nimero promedio de demandas en
ol sistema tanto para el sistema E|[K[1]19 como para el
sistema PH|PH|1]19 es mucho menoc que para el caso cel
sistema M[M{1]19. Este efecto se podria esperar, porque la
disciplina de servicio equilibra por si misma el nivel de la

cola.
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