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SUSCRIPCION Todas la 8 _personas que deseen una

'suscrlpﬂaﬁnk Qg?,,,,a.anlfestarlo por escrito,

3 R

enviando su nombrécyﬂélrecc16n a:
%-‘i
- MaestrIa en Educaclﬁn en Fatematlcas, Edifi-

cio Oficinas Admiﬁﬁitrat%vas NGm. 2, 1er. pj
80, Av, Universidad™3 3000, Cd. Universitaria.

- Departamento de Matem&tlcas, Cubfculo 239 y

240 Facultad de Clenciasq uuau Cludad Uni-
versitaria. .

Dicha suscr1pc16n ser§ gratulta 'y aﬁual mien-
tras esto sea posible.

Los articulos firmados no representan necesa--
riamente la op1n16n del Seminario.

Si deseas la 1mpre516n de algﬁn material, pue-
des solicitarlo con cualquier niembro del Semi
nario o enviandolos a la dlrec016n arriba ano-
tada, al igual que todo txpo de correspondencia
rela01onada con el Semlnarlo. '

TODA REPRODUCCION TOTAL 0 PARCIAL, LA AGRADECE -
MOS. '

ESTE nUMERo DE LA REVISTA FUE IMPRESO EN qu_ TA
LLERES DE IMPRESION DEL COLEGIO DE CIENCIAS Y

HUMANIDADES, PLANTEL AZCAPOTZALCO. SE TIR '
600 EJEMPLARES.

OCTUBRE DE 1985. MEXICO, D.F.
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En los nimeros esgqci;}g?idg_nuequa revista publigaremos ar
ticulos sobre el conocimiento matemggigq.y su ensefianza, que a nues
tro juiczo, proporczonen, a los profesores de matem&txcas, elemen
tos que mejoren y amplxen su concepc16n sobre tales aspectos. En
esta ocasxdn publxcanos el dlscurso sustentado por Felzx Klein
(matematlco alemsn 1849 - 1925) al recibir el nombramiento para’
formar parté‘de la Facﬂitad de Filosofia yfdé 1a Junta™Pirectiva
de 1a Oniversidad de Erlangen. Este trabajo es, en ¢lérta forma,
un parteaguas eﬁ la histbria—del'conocimiento-matem!tico. Estf
basado en' trabajos desarrollados por &l mismo y por Sophus Lie so
bre la teorfa de grupos, .y establece la definicib6n de ura geome--
trla, como una forma de estructurar un cuerpo s;steﬁitico y una
metodologfa éara el estudio de todas las geaqéttias de la é&poca,
abriendo.nquas rutas pgra el estudio de las mismas y de las mate

méticas en general.

La traduccién de este trabajo,‘fué Eealizﬁda per el Dr. Fla-~
vio Cocho, profesor de la Facultad de Ciencias de la UNAM, y pre-
parada para su publica¢isn en "Cqmuhicaciones»Internas“ de iakmig
ma facultad, pero quedf rezagada durante afios. Agradegemosal res
ponsable de 'Vinéuios Matemdticos", nuevo nombre de “"Comunicacio-

nes Internas" el habernos proporcionado este material.
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"'faﬁto-' mis abstracto cuanto que se esperaba des
especie de panacea cientffica universal cap;
hecho mismo de ser "absoluto", de dar resp
to problema técnico y cientifico planteaba

te el continuo cambio cualitativo del apa
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vo alemdn. La historia cultural de Alemania también -
empujabg.en ese sentido, en partiéular la influencia -
idcolégica dominante de 1; llamada escuela (filostica)
jdealista alemana, cuyos miximos exponentes habfan si-

do Kant y Hegel.

De todo lo anterior fue ejemplorparadigmatico la
matemfitica alemana: tendencia a ﬁnificar fodo el saber
matemftico sobre una base Gnica, abstracta, haciendo -
por tanto-a un lado la "intuicién", en el sentido en -
que, pro.ejemp;o, en Francia, lo enténdga un positivis
ta como Poincaré. Uno de los mbmentos culminghtes de
esta evolucién matemftica es el "programa de Brléngen",

Que en 1872 ﬁresentar& Felix Xlein,

En el marco pntetior, iqué representa "técnicamen

te" el programa de Klein?, veamos:

1) Pretende poner las bases para unificar fodo el

' conocimiento geométrico del siglo 19: desde la
llamada Geometria proyectiva hasta las diferen
tes Geometrfas métricas (euclidianas, y curvas),
sin ahf olvidar el "anfljsis situs"”, la Geome-

~tria infinitesimal; ST

 2) La base de esta ﬁnificaéi@n sord, conforme a -
los tiabajos de Lie, lagﬁpciﬁn de “grupo de --
transformaciéﬁ" (préfectiva), Yy, en Gltima ins
tancia, en base a la hocién'algebraica abstrac

ta de grupo;

3} tn ditima Instoncia, o ihhﬂclﬁn geométrica -
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Srrsnali ogh Jguvrd P B
R fsiu%:118q ™Y og .
: se disolverd literallente en térm1nos del Alge

Lastws shematl ool o8h agen
brfﬁgbgfrgizg,Rz}ggac}ﬁfl?ue aGn - hoy perdura -
en la mayor parte de: las cencepc1ones matemiti
_ cas actuales, ' AR
Dig&moslo simplenente‘ cﬁi flein. ‘Las diferentes
geometrias, mis o menos intuitiVis y éoncrétas, desapa

accen en térm1nos de el ilgebra 1o abstracto.

Serfa muy interesante hacer un estudio—cu1dadoso,
s;n olv1dar los obllgados parﬁmetros soc1ales, de cdmo
todo lo anterior se realiz6 paso a paso, detalladamen-
' te. Pero un estudlo de esta naturaleza s6lo puede ser
la obra, no de una persona, sino de un colectivo de in

vestigaci6bn, incluso interdisciplinario.

Aquf nos conformamos con p}eséﬁtéf en espafiol el
” “asbéét6“técth6“'dei prbblémd';el texto fntegro de --
“Klein. Se ha tratadb de’ efectuar la traduccién en ba-

se a dos comprom1sb . hacerlo comprensible gramatical-

'.mente en espaﬁol---respetando integramente el text¢
”‘origxndl ‘te’ Krein, No ha sido un problema trivi

€1 lector deberd juzgar los resultados del intell

ll. FlaVAo Coch#'

._ﬂ
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EL PROGRAMA bn_axmgycunﬁ

CONSTDERACIONES COMPARATIVAS SOBRB LAS e
INVBSTIGACIONES GEOMETRICAS MODERNAS ‘

FELIX KLEIN ( )

) Programa publicado en ocasibn del ingreso a 1a Fa-
cultad de Filosoffa y al Senado de la Universidad de -
Erlangen, en 1872.

------

Entre los trabajos efecutados desde hace cincuen-
ta afios en el dominio de la Geonetria, el desarrollo -
de la Geometria proyectiva ocupa el priner Jugar (var
nota I). Si, al- principlo, ha podido parecer que.las
relaciones llanadas métricas no podian serle ‘accesi- -
bles,,porque no son proyectivas, se ha aprendido re--
ciqﬁtemente a concebirlas también desde el punto-de ..
" vista ﬁroyectivo, de suerte que el-método'proyeétivo -
abraza hoy la totalidad de 1a Geometrfa. Méds no obs--
tante, las propiedades métricas ﬂo aparecen ahf como -
propiedades intrfnsecas de los seres del espacio, sino
mis bien como relgciones-de-éstos con un elemento fun-

damental, el circulo imaginério al infinito.

Si se comparan las nociones de la Geometria ele--
mental con esta manera, poco a poco adquirida, de con-
siderar lTos seres del espacio, se es conducido a in--

vestigar un principio general scgdn el cual s¢ pucdan
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edificar los dos nCtodbs.; Este problema parecy
més inportante cuanto que, al lado de 1la Geo.,
mental y Je i;
m&todos, segg;anengo menos . desarrollados,!aw’
hay que otorgar el u{i&on%roém tﬁ una exist '
pia. Tal es el caso de 1a Geonetr!t de los rtd
' tores reciprocos; la Ceometyia &?&

‘racionales, etc., geometrfas que ﬁ’}

Gou&me;r.i_n proyecnva, tom\ N

PR

rén también mencionadas y expuestas. Bl

Al emprender aquf el establecimiento de tal prin-
<ipio, no desarrollamos seguramente ningin pensamiento
particularmente nuevo: no hacemos m4is que dar una expre

sién clara y neta a aquello que muchos han pensado de
‘una forma m&s o menos precisa. Sin embargo, la publi-
cacibn de consideraciones destinadas. a establecer tal
‘liga ha parecido tanto mds justificada cuanto que la
Geometrfa, muy a pesar de ser una por esencia, no ha -
~hecho mi&s que escindirse demasiado, en razﬁn-dehati@ii
do desarrollo que ha sufrido en estos ﬁlximpuﬁéﬁi!ﬁlﬁ¥, 
es disciplinas casi separadas (Veﬁmﬂw |

cada una continda desarrolléndost?g
mente de las otras. Hemos: ‘tandiaiut Julghet famd
particular de exponer 1los: mégnelos ok pimto:
ta que Lie y yo hemogquﬁgﬁspgggdqﬁgnyrgc1ent'
jos. A pesar de l,;g&i\gcggg&ad Ae _sus oij’;,gg ‘
trabajos se han unificado en la manera geneua
ta aqui deEgppq;éggﬂgwjgsﬂcgsas;_por‘gqgsigp

sido de alguna manera necesario discutir igua
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_aquélla (manera general), para caracterizarlos en cuan

to a sus objetos y a sus tendencias.

Si hasta aquf no hemos hablado mas que de investi
gacioneé geométricas, es preciso comprender junto con
ellas aquéllas relativas a las multiplicidades con un
nGmero arbitrario de dimensiones, shrgidas de la Geome
trfa cuando se hace abstraccibn de las figuras que, --
desde el punto de vista puraﬁente matematico, no son -
de ninguna manera esenciales (Ver Notas III y IV)., E1l
estudio de 105 multiplicidades éomprendé fhhtoa géneros
di{ea;ntga como el de La Geometafa, y hay lugar, como
para>esta Gltima, paré poner en evidencia aquello que
tienen de comln y de difgrente las investigaciones em-
prendidas independientengnté una de la otra. Al -----
punto de vista ﬁbstrac;o, no ha habido neéesi&ad, en -
lo que.sigue, de habigf ﬁis que de ﬁul;ipiicidade# de
ivarias dimensioﬁes; pero, rélacibnan@é‘la expoé@c?ﬁn -
con las noéiones més familiares deivéspaciq, esta se -
vﬁelvé més simple i mis inteligible, fartiqndo de 1la
consideracién de los SQfés geométricos y desarrollando
sdbre'élla , como ejemplo, ias ideas génqygiésﬁhgegui-
mos la via que ha tomado 1la ciencia en su desérfoilo b4
que es 1la més aﬁrovechabie al adoptarla como una base

de nuestra exposicifn.

Una indicacién preliiinar del contenido de lo que
sigue no es posible aquf, puesto que no puede ya ser -

1levado a una forma mis concisa (2); los titulos de los

.



'”véste constltuye 10 que se llama un gnupo de fi

He afisdido al finul una serie de Notas,_en
_he: desarrollado puntos paftxculares cuande:
_'pﬁie@i’dﬁ",’fifi?‘ L
‘bién me ﬁe’“ﬁm:' 25 edily _~‘i’f‘§§‘£’
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paragrafos darﬁn idea de la marcha general*

L TR T e N S S I I 3
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i i ursine’

1 igiitcitn jénefif’,

ciados.

cfauq Is.

§1.+ Grupos de Transformaciones del espaelo, .. .-
. Gaupo Prinedipat. Problema General, = Hiic:

'De las nociones necesarias para las consideracio-

‘fes que van a seguir, 1a mfs esencial ‘es la de grupo -

de transformaciones del‘espQCio;

La composic16n de un nﬁmero arb1trar1o de transfor

naciones del espac1o ( ) vuelve a dar s1empre una tal

transformac16n. Supongamos ahora que un conjunto dado'
. _% .
de transformac1ones tenga la propiedad de que toda - -

E

htransformaczdn resultante de ia compos1u16n de un nﬁne

i S 5

ro arbxtrano de e11as pertenezca tamb1én al con}ﬁnto,‘

P Coionvabl

fa.
i

SRR q{li‘ J{dIF En 53

en el antermr esté formado por ejemplo;
. . - :um sm10}
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trario, lo contiene esté formado por el conjunte de --

1as transformaciones homogrificas. Por el contrario,
el conjunto de las transformaciones dulliétiéas RO -~
‘forma grupo, puesto que dos de talei transformaciones
vuelven a dar, cuando se las compone, una transforma--
cién homogrifica; pero, se.obtiene de nuevo un grupo -
asociando las transformaciones dualfsiticas y las homo

graficas.(’).

Hay'transtrnncionés del espacio'que’no alteran -
en nada las propiedades geométricas de 1as figuras.
. Por su propia naturaleza, estas propiedades son, en --
"efecto,” 1ndependlentes de la situacidn ocupada en el -
espacio por la figura considerada, de su magnitud abso
luta, y, en fin;-también del sentidd(') seglin el cual
- estfn dispuestas sus partes, Los desplazamientos del
e3pacio;'5h§-transfornaciones por dimilitud y aquellos

* mfs per simetrfa no alteran pues las propiedades de las

~ figuras, ni tampoco jas transformaciones compuestas con

los procedentes. Llamaremos giupo princdpal de trans-

formaciones del espacio al conjunto de todas estas - -

transfornaciones(®); Las propiedades geométricas no S0R
attenadas por taansformaciones del gaupo principal.

Lo recibroco es igualwente cierto: lfas phopicdadzi geo
métnicas esfdn canacterizadas por su imvariamela res--

pecto a Las tuana‘onmacionia del grupoa pnincipal. si,

en efecto, se considera un-instante,‘que el espacio mo
puede desplazarse, etc., cemo una wmultiplicidad fija,

vl [ igterns pusee W SudlthunttJadAptnpta;,de ban o o~
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o -9 - el gy
propiedades que &sta posee como 1nd1v1du33 &

- propiamenté: geométricas -aquellas que las. t;i >

aﬂt’id"iu!tﬂ’O‘priBCipll no-alteran. Estqpnxfifu’ﬁykv
L-uﬁtdn»lquﬁrun poco-vagamente, se desprenderﬁﬁgiibgggu

ann;efcnrla exppsac16n que, sigue.

n%. e
8agaﬁbs ‘ahora abstraccién de 1a fignra*nate» ;
{:151 qqg, a1 punto:dg vzsta‘matemétlco, no es:esyacigl,
s_;q»f.fmrymoﬁ on;pl; #spacig mis que una multiplicidad de
vu:tns ﬁiupnsasn¢§, g9§mg§gnplo, atenléndolos a la re-
wewm\ﬁwe '_j;,.j,,t;,
“espacio.y - como upa; nnJ:inligiﬁ}d de. tres dimens;ones.
-,;Por anslogfia con las: tyansfornncigpps del espacio, po-

dqg pgp;g COmo. elemento del -

‘»demos hablar de transforaciones de la uul;iplzcidad-
Asstas forman también grupos. . Pero ya no hay, como_ en’
el caso del espacio, un grupo que se distinga de los -
otros por su significado; un grupo arbitrario no es ni
mﬁs‘nicmenos_que Cualquier. otro. Como generallzaciﬁn

de la Geometrfa se plantea asf el problema general que

sigue:

-das pon Las tdan660&m4040n£4 deL grupy.

81 se adopta la manera actual de habla®,o
es cierto, no se emplea mis que para Un grEPe
nado, el de’las transformaciones- 1inealed

"sd phiede expFesartasgi e wn v e
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Se da una muLILpLLeLdad y un gkupo de t&¢n6501ma-
cdones de esta mutt&plic&dad, de4an&o£l¢x £a teoala de

LaA ;nvau¢antea relativos a eaza gnupo.

Tal es-el»problema»que.abarca no solamente la ¢eg
metria ordinaria, sino también los métqdos’géométri;os
modernos a 1os que vamos a pasar revista y las diferen
tes maneras de estudiar las multiplicidades de un nfime
ro arbitratio de dimensipneé. Lo que sobretodo hace -
falta sefialar, es lo arbitrario que subsiste en la - -
eleccibn del grupo de transformaciones adjunto a la --
multiplicidad y la facultad que se desprende de acep--
tar igualmente todos lds‘mégodos de tratémiento una --

vez que estos satisfacen la concepcibn general,

§1X.- Cooadinacdibén de Los grupos de Trans for-
macién en Los Cuales Uno Contiene AL ofro.
Los Difenentes Tipos de Inveatcgac&oneb Geom!
tricas y sus Relacdiones Mutuas.

Puesto qﬁe las propiedades geométficas'de los se-
res del espacio permanecen inaltéradas Bajo todas las
transformaciones del grupo principal no tiene evidente
- mente ninglGn sentido buscar aquellas prop;edades que. -
no son invariantes mis que respecto a una parte de es-
tas transformaciones. Sin embarga, este proble
ma e¢s legitimo, al punto de vista, al menos, de las --
férmulas, si se estudian las figpras;del espacio en --
sus relaciones con ciertos elementos supuestos fijos.

Considercmos, por ejemplo, como en trigonometria csfé-
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, : Ll

rica. los seres del espacio con d1st1ncidn pir% 1
LARema pt S Ak L&%ﬁﬁ“

de un punto. El problema que se plantea es ante todo

el siguiente° desarrollar las propiedades 1nvar;tn:§i,
relativamente al grupo principal, no ya de los* seres -
‘en si del espacio, sino ‘del sistema que éstos forman -
“éon’ un punto dado. Pero se puede también planteﬁfﬁﬂ%

forma diferénte: estudiar los seres en si del espacio,

al ‘punto de vista de 1las propiedades que permane
cen inalteradas bajo 1as transformaciones del grupo --
principal qub.sﬁ331§t§n,'éﬁhhdo se supone fijo el pun-
to.  En otros términos: viéhé’siéﬁdg‘lo>mi5mo que éestu
diar, en el sentido del grﬁpo principal, las figuras -
del espacio adjuntdindoles el purto dado, o sin adjun--
tarles ningGn punto, pero reemplazando el grupo princi
pal por el grupo,.en el contenido, dé transforméciones

que no cambian ese punto,

. Se tiene aquf un principio frecuentemente emplea-
do en todo lo que sigue y que, a causa de esto, quere-

mos enunciar desde ahora en toda su generalidad,

Se da una multiplicidad y, para hacer su estudio,
uno de sus grupos de transformaciones, Propﬁngase;ahg
ra estudiar los seres de la multiplicidad, de uno de -

ellos cuenta habida.

_“_ Se puede entonces, o bien adjumtan €ste al:comjun
'to-'deLos senes y buscar, on el sentido del gadpo dado,
2ds ‘Bropiedades del sistema comptetd; o ‘bden-no<adfun-

tan nEAd, speno Limitar Las transformaciones tomadas co
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mo base del estudie. a aquétias del gaupo dado que no,-.

altenen el sen considerado (y que ‘o&man‘nzcé§auiamtn-

te un grupol.

Abordemos ahora el problema inverso ‘del plantondor'
al comienzo de esta seccifn y que se percibe inmediata'
mente. Se trata de encontrar las-propiedades’dé los -
seres del espacio que permanecen inalteradas por las -
transformaciones de un grupo que contiene al grupo - -
pr1nc1pal " Toda propiedad obtenida en esta;bﬁsquedl -
es una propiedad geométr1ca intrinseca del ser, pero -
el reciproco no es cierto. Para este reciproco, el -~
principib que acabamos de establecer entra en vigor, ¥

~ahi el grupo pr1nc1pal Juega el papel del grupo mis --
restringido. Se obtiene ‘asf este teorema: .

84 se aeemplaza el grupo principal por un grupe -
mds extenso, solamente una parte de tas propiedades --
geomitu¢eaa ‘se conserva. Las otras propiedades no apa
xecen mds como propiedades Lnt41n4ec¢6 de Los sergs --
geométricos, sino como propiedades del sistema obtendi-.
do adjuntZndoles un 3er especial. Este sex espeedal,
en tanto qde estd en general dgtenninadoliﬂ,'tatd deg{
nddo pbn La condicibn que nos dice que, suponiéndolo -
§ijo, las dnicas thans formacdiones, entre Lasd del grupo
dado, que pueden todavia aplicarse al espacio son Llad

det grupo principal.

En este terorema se entuentra aquello que caracte
riza los métodos geométricos modernos que vamos a estu

diar y los iiga al método elemental. (Estos métudos)-
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Estfn, en efecto, caracterizados por el. h,g‘_
sus consideraciones, en lugar de apoyarse. sﬁ);
po principal, reposan sobre grupos de transpr’f
mis. extensos.. Desde el momento en que los grup?fwgﬁ‘;
contierien uno. al otro, una ley anfiloga establece sus -
relaciones reciprocas. Esto se aplica también a 1::f; |
diferentes fornas de tratar las multiplicidades de vn- 
rias dlmengiqne;‘que tenemqs que considerar. Vamos a ;
‘ abora-p#ta&#nd&;nétodo‘particular, y los‘téoremas Tes-
estableceriv»ahqga'égfq cada método particular, y los --
teoremas respec;iﬁos;gl éqso general, de este parﬁgrafo
y del precedento;.van.asfsa encontrar su aclaracifn por

la aplicacibn a- objetos concretos._

§III - La Geomztaza PnoyectLva.

Cada transformacifn del espacio que no pertenece al --
'grupo principal puede emplearse para transportar a nue .
vas figuras propiedades de figuras conocidas., Se uti-
liza asf la Geometrfa plana para la Geometrfa de las -
superficies representables en el plano; asf, mucho en-
tes del nacimiento de la verdadera Geometria prpyeg;i-f
va, se conclufan 1las propiedades de unalfigntl dgéﬁ,v
2 partir de las propiedades de aquéllas que s9-dqﬁg¢9n
de ella por proyeccifn. Pero la Geometfia§ﬁa§xggfitg4_

no ha nacido mi&s que cuando nos hemos a&et§u§@§§§ogl v

considerar como enteramente 1dént1casuiaf,

tiva y todas aquéllas que puedeg;dcgg$§¥£§  qﬂﬁég'por
proyeccion; y cuando nos hemos gcpggg,f » gﬁyggiar

las propiedmdes proyectivas de mipers en evi-
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dencia su independencia f:ente a modificaciones aporta

dos por la proyeccién. Se trataba de tomar como base

de las consideraciones, en el sentido del paragfafq.--
81, el grupo de taana‘onpqcionéé pﬁoyectivaa,‘y pof ég
te camino se iba creando la diferencia entre las'Geomg

trias proyeétiva y ordinaria.

Pafa_cada especie de transformacifm del e#pacio,

se puede imaginar una marcha de desarrollo parecida a
1a que acabamos de describir. es un punto soﬁre.el cu-
al volveremos todavia frecuentemente. En-lo que comn-s
cierne a la Geometrfa proyectiva, esta marcha se conti
nia todavia en dos direcciohes. Un prinér paso en la
ampliacién de las nociones ha sido realizado admitien-
do en el grupo fundamental de transformaciones las ---
transformaciones pox via de dualidad. Al punto
de vista moderno, hay que considerar dbs.fignras ébrr!
lativas ya no como dos_figuras diferentes, sino como -
una sola y misma figura. Un segundo paso éonsi;te en
la extensi6én dada al grupo fundamental de transforma-:
ciones homogrédficas y dualisficas, al admitir ahf las
transformaciones imaginarias correspondientes., Esto -
exige que se haya ante todo, ampliado el clrbulo de --
los elementos propios del espacio admitiendo ahf los -
elementos imaginarios; asf com¢ la sdmisibn de lag ---
transformaciones por dualidad en el grupo fundamental
tiene por consecqpncia 1g iﬁtredueggidp simultfnea del
punto y del plano come elcmento del espacio. No es es

te ol sitio indicido pars extomlerne sabre Ta utblidad
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de la introducci&n de los elementos inaginnrioi,

medig por el cual se llega a hacer corresponde;
mente la ciencia del espacio con el dominio, ‘&ﬁeé _
do adoptado como modelo, de las operaciones del Aj;g{§ ¢
bra; no obstante es prec1so insistir paruculaméntewx
sobre el hecho de que es justamente en la cons1deracf3n
de estas operaciones que residen las razones de esta_-.
infroducciﬁn; ¥ ne en elfgrﬁpo:de transformaciones pro
yectivas y.dualfsticas. De Ia misma forma que en 8s--
tas podemos limitarnos a'las transformaciones reales,
dado‘que.las'transfornpc1ones*pomégrlficas y por duali
dad que son realés fbrqaﬁ un’ grupo,; de'esa nisia»fbrﬁg
poderos introducir elementos imaginarios, incluse cdag
do no nos colocamos en el punto db‘jistawp?oxeétivo,zy
debemos ﬁacerlo en el caso en el cual, sobretodo, tene

mos en vista el estudio de los seres algebraicos.

El teorema~genera1 del parﬁgraféﬂprecedehte mues -
tra comd. al punto de vista' proyectivo, ' deben sef
concebidas las propiedades métricas, Es preciso consi
derarlas como relaciones proyectivas relativas a un -=-
elemento que tiene la propiedad de no ser transformado
en sf mismo mis que por medio de aquellas transfotha<-

ciones del:grupo proyectivo que son tambiéﬁ‘t?iigfd?ﬁé

réy § o

ciones del grupo principal. Este teorema, hﬁ@{‘ﬂ'

tentamos con enunciar, amerita &Gn un cohﬁt?i“ﬁQEQﬂE--
dlspensable que proviene de limitay las’ é&hgéﬂﬂtiéﬁéi-
nes habituales a los elementos réaieﬁ'wégf 'Qa’fy“
transformaciones reales). Para b%éﬁt‘gﬂbﬁ‘gdaigé” K
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acuerdo con éstespunté de<#ista, se debe alin adjuntar

expresameﬁte, alséirculo imaginario al infinito, el --
sistema de elémgntos reales (puntos) del espacio. Las
propiedades qué; en el sentido de la Geometrfa elemen-
‘tal, son proyectivas, son propiedades intrinsécas de -
laglfiguras, sean relaciones relativas a este sistema

dé elementos reales, © éi cfrculo imaginario al infini

to, o bien, en fin, simulténeamente a los dos.

Se puede todaviaureco:dér aqui como Von Stath,_g
en su Geometrfa de situacién, construye la Geometria -
proyectiva, es decir, la Geometria proyectiva cuyo gru
po fuhdaméntal no comprende mis-que las transformacio-

nes reales proyectivas y por dualidad.(*?)

Se sabe c6mo, en esta obra, &l no utiliza, del ma
terial de las consideraciones habituales, mis que aque
110 que permanece inalterado por la aplicaﬁiﬁnvde las
transformaciones proyectivas. Si se quisiera asi ir -
hasta la consideracién de las propiedades métricas, se
ria justamente necesario introducirlas como relaciones
relativas al circulo imaginario al infinito. La mar--
cha de las ideas, completada de esta forma, es, para -
las consideraciones aqui presentadas, de una gran impor
tancia, puesto que es posible construir, en forﬁa an§- .
loga, 'la Geometrfa en el sentido de cada uno de los mé

todos que nos quedan por estudiar.
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§IV.- Connelacdn establecida por medic de. ., . .
una transformacibn de La mutt4p£Lc¢-
“dad 6undamenta£ s d e

Lui
Antes de pasar a la exposicibn de los métodos geo

LA
métricos que se presentan al lado de las GeometrI;s -
elemental y proyectlva, podemos desarrollar, en gene--_'
ral, algunas con51derac*ones que se reproduc1rén cons-
tantemente en lo que 51gue, y para las cuales 1as teo-
rias abordadas hasta aqui proporcionan un nﬁmero ya su

ficiente de ejempIos. »Este pardgrafo y el siguiente -
los dedicaremos a esto. o '
Consxdérese el estudio de una mu1t1p11c1dad A, to
mando por base un grupo B. Si, por una transformac16n
arbitraria, se transforma A en otra multiplicidad A',
el grupo B de transformaciones que reproducen A se - -
vuelve un grupo B', cuyas transformaciones se reportan
a A'. Es entonces un principio evidente el que fa ma-
nera de tnataﬁ A, toMando_B como base, conduce a La de
tratar A’ tomando B' como base, es decir, que dada pro
piedad que posea, relativa al grupo B, un ser de A, da’
una propiedad, relativa al grupo B', del ser*corresbbg

diente de A'. : «f,-ug

Supongamos, por ejemplo, que A séa Una recta, y B

la triple infinidad de transfofmaci&ne_Mlinfgiés que -

la reproducen,

ek aup “eon o)

lo que, en Algebra moderna, se 1laml

éf#&n “de £a6

§ormas binanias. Ahora, se puede est;@%gftr una co---
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rrespondencia entre los puntos de la rectay los de -

una cénica del plano, proyectando cada uno de los pun
tos de esta Gltima. Se muestra facilmente que las --
trénsformac1ones 11neales B que reproducen 1a recta -
se vuelven las transformaciones lineales B’ que repro
ducen la c6nica es decir laﬁ transformaciones de la -
c6nica que corresponden a iés trangférmaciones linea-

les del plano que reproducen la c6n1ca.

Pero, segln el principio del segundo parigrafo
¢y, v1ene a ser 1o mismo estudiar la Geometria sobre
una c5n1ca suponiéndola fija y no con51derando mds --
que las transformaciones lineales del plano que la re
producen, 0 b1en estudiar la Geometria sobre la cénica

rcon>1derando todas las transformac1ones 11nea1es del
plano y dejando a la c6n1ca modificarse con ellas,
Las propiedades que descubrimos en los s1stemas de -
phntos de la cbénica son pues proyectlvas en el sentx-
do habitual de la palabra. Unlendo esto con el resul
tado precedente, se ve que ‘ _ _

La teonfa de Las foamas b&naALas q La Gcometula
proyectiva de Los sistemas de puntos de {na ebnica son
equivalentes, éA deein, que a cada teougﬁq‘ae{axivo‘a
Las formas binanias conresponde uno aeldtivo a eaoak-

saistemas de puntos, Y vicevernsal'*).

He aqui otro ejemplo adecuado para aclarar este
tipo de consideraciones, Si se proyecta esterografi
camente una cuidrica sobre un plano se presenta --=°

entonces un punto fundamental socbre la superficie: el
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punto de vista (nota.- el punto a part1r del cg@l -
: 514
hace 1la proyecclﬁn), se presentan dos sobre el 9lano.

uv?
las trazas'dgulas ggneratrzces que pasan por e1 punto
de vista. Ahora b1én, se ve inmediatamente que las .-

Tal

trdnsformac1ones 11nea1es del plano, que no alteran -
los dos puntég fundamentales, se vuelven, por represen
tacién, aquellgég%;gpifo;mac;ones de la cuddrica que la
reproducen, sin, a‘la vez, cmﬂﬁar el centro de proyec-

i

cién. (Por transformac1ones 11nea1es que reproducen -
la superflég:'hay que egtender aquI las transtormacio-
nes que sufre la superf1c1e cuando se efectﬁan trans--
formaciones lineales del espac1o que la llevan a recu-
brirse ella misma). Asf se vuelven idénticos el estu-
dio proyective de un piahd, con dos puntos fundamenta-
les, y el de uné cuédrica.con un punto fundamental,
Pero, si se hace empleo debelementos imaginarios, el -
primero no es mis qﬁe el estudio del plaﬁo'en el sen-
‘tido de la Geometria elemental, El grupoiprincipal de
transformaciones del plano se comﬁbne, én efecto, pre-
cisémente de transformaciones lineales qﬁé no alteran
un par de puntos (los puntos ciclxcos), de tal suerte
xque, flnalmente,

la Geometrfa elemental del plano, § el estudio --
proyectivo de una cuddrica con ﬁh‘ﬁ&&fﬁhﬁdhdamental, .

1 IOURER A & B

don Ld&nticos.

Se pueden multiplicar a vo]untaé estos eJemplos -

"' hhd >
(*%). Hemos adoptado los dos que acaban de ser desarro

‘llmlnn, porgque, en 1o gque sigua, h‘mh'rmnq 1«.-.1,.\.1’,, 1n
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ocasibén de volver a ellos.

§V.-De Lo a&bitnanio,éu La elecedibn del elemento
del espacio. Princdipio de conrelacibn de --
Hesse. Geometafa en el espacio reéglado.
Coro elemento de la recta, del plano, del espa--
cio, etc;,'y en generél de una multiplicidad a estu---
diar, se puede'emplear:;en lugar del punto, todo ele--
‘mento que forme parte de la multiplicidad: un grupo de
puntos, en partiéular una cu}vé, una superficie, etc.,
(Ver Nota IV). Como, a piioni, no hay nada determina-
do respecto al niimero de p;rémetros arbitrarios de los
que se hard depender este elemento, la lfnea, el plano,
el espacio, etc., apareéén, seglin ei elemento elegido,
como provistos de un nGmero arbitrario de dimensiones,
Pero, en tanto se tome pon base del estudio geoﬁitnico
et ﬁibmo gnﬁpo de transformaciones, nada se modifica
en esdta Geometnfa, es decir, que toda proposicibn obte
nida con cierto elemento del espacio sigue siendo aGn,
una proposicién para cualquier otra eleccifn de este -
elemento, cambiando solamente el orden de los teoremas

y su concatenacifn.
Lo que es esencial es, pues, el grupo de transfor
maciones; el nGimero de dimensiones atribuidas a la mul

tiplicidad aparece como algo secundario.

La unién de esta observacibn y del principio del
pardgrafo precedente conduce a uma sucesibn de be---

Has aplicactones, algunas do las coales pucdon sor do-
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sarrolladas aquf. Mis que cualquierfli?ﬂb‘i

estos ejemplos parecen, en efecto, adecuadol’ pﬁiﬁigk--
plicar e!~séﬂtféa ‘de 1as“con51derac1ones3§ené¥§iﬁ%“

3 :Q,L‘A““ - . o lah
X : . e s =1 Wt
Sggﬁn elggarégrafo precedente, la .Geometrfa pwoyec

tiva sobre la recta (la teorIa de 1as formas b1nar1as)

‘:-‘” B ﬂd < “161 N f'.
equlvale a la Geometria proyectlva sobre una c6n1ca.

- ﬂn.;'-':; ;;w A) S
Podemos ahora sobri esta ﬁltlma con51derar como elemen
T & 03 AF el pES e T %

R

~to, en lugar del punto, el par de puntos, Pero una co
S .3,1u,'%abr;4;e** Uufi s

rrespondenc1a puede establecerse entre el conJunto de

N ! (“TUS*‘ f‘«u‘;_ PR fu-;l S48
los pares de la cbnica y el conJunto de las rectas del
. 4.H~,..,«"»>¢g
plano, hac1endo corresponder cada recta al par de Pun-
70 G RS TIP3 SR R I LR
tos en donde encuentra a la c6n1ca. Por medxo de esta
- BV 2B o

reprecentac16n, las transformac1ones 11nea1es que re--
producen la cbnica se vuelven las transformaciones 1i-
neales del plano (considerado como compuesto de rectas)
qué déjan inalterada a la c6nica Ahora bien, seglin -
el (parégrafos §II, con51derar el grupo formado por es
tas ﬁ1t1mas transformac1ones, o partir de la totalldad
de las transformaciones 11neales del plano ad;untando
siempre la c6nica a la f1gura plana a estud1ar, son --
cosas equivalentes. Resulta de todo esto que:

PEILGOD B
la teonia de Las formas binarias y lLa Geometaia -

ot

'paoyecILua det ptano con una cénxca 5undam¢nta£ son --

T THIRE R TR - S
equivalentes. :
)%ﬂé‘b%‘ :
En fin, puesto que, a causa de la 1dent1dad de --
* A Y ab adtey
los grupos, la Geometria proyectiva del plano con una
TN 51 ﬂﬁf‘f Froaon

cénica fundamental coincide ;on la Geometrf{a métrlca -
;xu! 60155 ¥

proyectiva que se pucde cstahlecerien,gl plano sobre -
A, LERSES A MEA PSR
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una-céhica (Vea Nota V), podemos alin decir que:
La teorfa de Las formas binarias y La Geometria -
métrica proyectiva gcqenal def plano son una s0la y ~-

misma Geometrla.

Se podria, en el anflisis precedente, sustituir -
la cénica del plano por una cGbica izquierda, etc; pe-
ro podemos dispensarnos de estos desarrollos. ‘La cone.
xi6n que acabamos de exponer entre la Geometria del --°
plano, y después del espacio, o de una multiplicidad -
con un nlmero arbitrario de dimensiones, se acuerda --
(coincide) esencialmente con el principio de correla--

cién propuesto por Messe (Journal de Borchandt, &.LXVI),

La Geometrfia proyectiva del espacio, o, dicho de
otra forma, la teorfa de las formas cuaternarias, ofre
ce un ejemplo»completameute de la misma naturaleza.
Tomemos la recta como elemento del espacio y, como la
geometria del espacio reglado, determinémosla por seis .
coordenadas homogéneas ligadas por upa ecuaci6n de se-
gundo. grado; las transformaciones lineales y por dua
lidaq\del espacio se ofrec¥n entonces como aquellos_de
las (respectivas'a) transformac}pges lineales de,lgs -
seis variables_supuestés;indgpepdientes, (y) que trans
forman en s{ misma la eguaci6n que las liga entre sf.

Por una sucesién de deducciones c6bmo las que aca-
vamos de desarrollar, se obtiene entonces este teorema:

ia teoria de Las formas cuaternarias se acuenda -

{coincide) con La determinacibn métaica proyectiva en
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La multiplicidad engendrada por seds va&&ableaihﬁhbgik

neas. ' ' ‘ Coomd

Péra més defailééiéobre estas nociones, ehﬁi;fggg )
una Memoria aparecida recientemente en los Math::Ailuiin
(¢. VI): Béve@ dio sogonannte Nicht - Euclidische Geome
thie (zweite Abhandfung), asi como a una nota colocadal
al final de este trabajo (Vex Nota VI),

Afiadiremos afin dos observaciones a las considera-
ciones preCed%ﬁtéé;'lé primera, es cierto, se encuen--
tra ya implititahéﬁ%e contenida en 1o‘§ue se ha dicho,
pero es flecesario désarrollaria, por que el objeto al
cual se aplica ha sido sujeto a demasiados malos enten

didos.

Si se introducen seres arbitrarios como elementos
del espacio, €ste adquiere un nGmero arbitrario de di-
mensiones. Pero si entonces nos colocamos en el punto
de vista habifual (elemental o proyectiva), el grupo -~
que, para la mu;tiplicidad de varias dimensiones, debe
mos tomar como base, estd dado aprdord: no es otro
que el grupo principal’ o el grupo de las transfofmacib1
nes proyectivas. Si quis1eramos tomar por"gruﬁo funda
mental otro grupo, deberfimds abandonar el phhtb'de
vista elemental o proyectivo. Asi, en’ taﬂtbéeQJCibrtoi
que por una eleccidén conveniente del‘elementﬂ'dei-espa
cio ‘éste representa multiplicidades’ t6ﬁ°3ﬁhﬁ§hero arbi
trario de dimensiones, también es iﬁéO*!aﬁiéqiﬁad1r que

con esta nepresentacibr, es neceadlib ”1ni936i%§ al’ es

tx{‘}’&y" rf

R S e
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tudio de fa mubtiplicidad, tomar por base un grupg de-
tenminado a priori, o 44 no, hard galta, para dispomexr -
a voluntad def grupo, adaptar ahl qonvenientqmen&g{gugg
tras concepceiones geométricas. Si no se hiciera ests.
observacifén, se podrfa, por ejemplo, puscar~una repre- .
sentacién de la geometrfa del espacio reglado de la ma . .
nera siguiente.‘ En esta geometria, una recta.tiene =7
seis coordenadas; es también el nlimero de coeficientes ..
de una cénica del plano, La repraduccién de la geome-. ..
trfa del espacio reglado serfa asi la -geometria de un: .
sistema de c6nicas, distinguido del conjunto de las c§ .. .-
nicas mediante una relacibn cuadritica entre los coefi
ciéntes. Esto es justo, si el grupo temado como hase.

de 12 Geometria plana es el grupo formado por el con--
junto de las transformaciones representadas por las --.
transformaciones lineales de los coeficientes de una -.
c6nica que reproducen la ecuaci6én cuadritica de condi-
cién. Pero si conservamos la manera de ver elmental o
proyectiva de la Geometria plana, no obtenemos absolu-

tamente ninguna representacibn.

La Gltima observacién se refiere a ia.nocidn si--
guiente. Sea dado, en el espacib, un grupo arbitrario,
por ejemplo el grupo principal. Escojamos una figura "¢
particular, como un punto, O una recta, o aGn un elip-
soide, etc, y efectuemos sobre elia todas las transfor .
maciones del grupo fundamental. Se detiene asf un con
junto varias veces infinito con un nimero de dimensio-

nes en general igual al nGmero de los parfmetros arbi-
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trarios contenidos en el grupo; en ciertos casos parti i

culares, este nfimero es mis pequefio, a saber, cuando -
la figu¥Ya €scogida ante todo tiene 1la propiedad de ser
reproducida por un nimero infinito de transformaciones
del grupo. Cada conjunto engendrado asi se llama, re-
lativamente al grupo generador, un cuerpo(}%). Si aho-
ra, por una parte, queremos estudiar el espacio en el
sentido del grupo, y, con este fin, especificar como -
elementos del espacio ciertas figuras determinadas; si,
por otra parte, no -queremos que ciertas cosas equiva--
lentes sean representadas de manera diferente, debexre-
mos evidentemente escogen Los elementos del espacio de
Zal manena que su conjunto foame dn 40Lo cuerpo o pue-~
da sen descompuesto en cuenpos('’). Haremos mis tarde
(§ IX) una aplicacién de esta.observécidn evidente,

La nocién misma de éuerpo se presentari todavia una -~
vez mis, en el Gltimo pardgrafo, asociada a nociones -

de la misma naturaleza.

§VI.- Geometnfa de Los aadios vectonres necd-
procos. Inteapnetacibn de x+dy.

5

Volvamos ahora a la discusifn de las diferentes -

clases de investigaciones geométricas, comenzada en los

§8171,111. Desde varios puntos de vista,“sevggude_con-
siderar como aniloga al género de considergciqges de -
la Geometria proyectiva, una categoria de consideracio
nes geométricas en donde se hace ng constante de la -

transformaci6n por radios vectores recizqrpﬁos;{ como en

o
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v d Ca

las 1nvestigac10nes relat1vas a 10 que se llaman lns -

2

ciclidas y las superf1c1es analagm&t1cas,yla tebrIa ge
neral de los 51stemas ortogonales, y después en iﬁ&es-
tlgac1ones del potenc1a1 etc. Sl‘no se han todavia.f
reunldo en una Geometria part1cular las cons1derac1o-—
e L e e
nes de estas teorias, como se ha hecho para las proyec
tlvas, Geometnia en La cual Aeala neceaanto zoman pon
ghupo 6undamenta£ eL ;onjunto de tﬂanb‘oﬂmac&oneé obte
nido nreundiendo el gaupo principal y La thanb‘OAMGCLﬁn
poa radios vectoneé aaclpaocab, hay que atrﬂmnrlo ala
c1rcunstanc1a fortuita de que estas teorias no haﬁhgii
do hasta aquI todavia el obJeto de una expos1c16n sis-
temétlca, los diferentes autores que han trabaJado en

este sentldo ‘no han estado ale;ados de tai con51dera--

.

cién met6d1ca.

La analogia entre la Geometria de los radlos vec-
tores reciprocos y la Geometria proyect1§é se nos hace
evidente por s{ misma en cuanto se propone compararlas-
Y, en consecuenc1a, sin entrar en el detalle, no; bas-
taré llamar la atenc16n sobre los puntos sigu1ent£§j

Las nociones elementales de la Geomatria proy;ct;
~va son las respectlvas al punto, a la recta, Yy al pla-
no. ‘ka cifcunferencia y la esfera no son mis que co--
sas de las secciones cénicas y de las superficies de -
segundo grado. El infinito se presenta ahf como un --

plano; 1a figura fundamental que corresponde a la Geo-

metrfa elemental es una seccibn cdénica imaginaria al -

infinitu,
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Las nociones elementales de la Geometrfa de los -
radlos vectores reciprocos son las respect1vas al pun-
to &14c1rcunferenc1a, y la esfera. La recta y el pla
no son casos partluulares de estas dos 61t1mas, carac-

-

'terlzados por el hecho de que contlenen cierto punto,

el punto al i;f1n1to, que, por lo demﬁs, en el sent1do
del método, no es un punto m&s espec1a1 que 1lo0s otros.
Se obtiene la Geometri1 elemental desde el momento que

se suponc a este punto foo.

La Geometria de los xad1os vectores reciprocos .-
puede ser representada de manera que tome su lugar al
lado de la teoria de las formas binarias y de 1la Geome
trfa del espacio reglado, siempre y cuando se trate a
€stas como se indic6 en los parigrafos précedentes.
,Podemos ante todo, para llegar a este resultado, 1limi-
tarnos a la Geometria plana Y, a continuacién, a 1la --
Geometria de lo radios vectores reciprocos en e1 plano
Y.

Hemos ya insistido en 1a conexifn que existe en--
tre la Gecmetrfa plana elemenfai y la Geometria préyeg
tiva de una>superficie de segundo grado en 40n4qjun --

punto es especificado particularmente. _

Si se hace abstraccién de este punto particylar y
se considera, en consecuencia, la Geometxria .proyectiva
sobre la Superficie en si, se tienezlnvrgp§§$sn¢ac16n
de la Geometria plana de losrradiosJV£§$9gpf‘;ecipro-f

cos. FEs, en cfecto, ficil convvnge;sefﬁﬁnﬂue-nl ETUpO
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de transformaciones por radies vectores reciprocos co-

rresponde, por medio de la representacifn de 1a'supér—
ficie de segundo grado, el conjunto de las,tran$forma- 3
ciones lineales de €sta en si misma. En consecuencia:

La Geometnfa de Los radios veetores nreciprocos en
el pfano y La Geomeinria proyectiva scbre una 4&p¢n5i-r'

cie de segundo grado som una scla y-misma cosa, - .

y en forma similar: .

-La Geometnfa de Los radios vectores reclprocos en:
el espacdic es idéntica al estudio proyectivo de:uﬁa -
muftiplicidad nepresentada por una ecuacidn cuadndtica

entre cinco variables homogéneas.

La Geometria eh'el.eSpaciO‘és asi, por intermedio
de la Geometrfa de los radios vectores recfprocos, ---
identificada con el estudio de una multiplicidad de --
cinco dimensiones, por intermedio de la Geometria pro-

yectiva del espacio reglado.

No preocupindonos mis que de las transformaciones
reales, la Geometrfa de los radios vectores reciprocos
nos da todavia, por'otfo lado, una repreéentaéiﬁn y --
una aplicaci6n interesantes, 'Si, en efecto, se repre-
senta de manera habitual 1a variable compleja x + iy én
el planb, a sus transformaciones lineales corresponde
el grupo de los radios vectores reciprocos, limitado,-
como hemos dicho, a las transformaciones reales(?").
Pero el estudio de las funciones de una variable com--~

pleja, a la que se supone sometida a transformaciones
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lineales arbitrarias, no es otra cosa mfs que lo que,
con un método de éxposicién un poco diferente, se 1lla-
ma la teorla de Las formas binarias. Ast:
La teonta de Las formas binanias encuentra su nre-
presentacibn en La Geometrnia de Los radios vectones re
elproces, y de tal manera que Los valorea complefos -

de Las variables son tambifn representados.

Desde el plaﬂo podemos, para llegar al dominio de
representacibfn mis habitual de las transformaciones --
prOyectivas; pasar a la superficie de segundo grado.
Puesto que no consideramos mis que elementos reales --
del plano, la eleccibn de la superficie ya no es indi-
ferente; es evidentemenfe necesario que no sea regla--
da. En particular; podemos, como por otra parte se ha
ce también para la interpretaci6n de.una variable com-
pleja, suponer que sea una esfera, y obtenemos asf es-
te teorema:

la teonfa de Las formas binanias de vaniables com
plejas encuentra su nepresentacibn en La Geometria pro

yeetiva de una superficie esférica neal.

He creido mi deber mostrar aln en una Nota (Ver -
Nota VII) hasta que punto esta representaciébn aclara -

la teorfa de las formas binarias y bicuadrdticas,
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§VII.- Generatizacién de todo Lo que paccede.
Geometria de La esfera de Lie.

A la teoriz de las formas binarias, a la Geome---
tria de los radios vectores recIprocos y a la del espa
cio reglado, cuya coordinacién acabamos de mostrar, -
y que parecen no diferir més que por el nGmero de va--
riables se afiaden ciertas generalizaciones que vamos -
ahora a exponer. Servirin ante todo para aclarar, con
nuevos ejemplos, la idea de que el grupo que fija la -
manera de tratar un dominio dado puede ser generaliza-
do a voluntad; pero, ademis, nuestra meta ha sido el -
presentar; en sus relaciones con las ideas aquf expues
tas, las consideraciones desarrolladas por Lie en una
reciente memoria(*}). La via por medio de la cual lle-
garemos a su Geometrfa de la esfera, difiere de la que
(Lie) ha adoptado en la medida (o en tanto) que se re-
fiere a nociones de la Geometria del espacio reglado;
para conformarnos (o ajustérnos) atin mis a la intui---
ci6n geométrica ordinaria, y para permanecer en cone--
xi6n con lo que precede, nuestra exposicifén supondri,
al contrario, un nGmero menor de variables, Como ya lo
ha puesto en evidencia Lie (Gdttinger Nachaichten, ---
‘1811, Ne. 7,22), las consideraciones son independien--
tes del nimero de variables. Pertenecen al circulo ex
tehsd de investigaciones relativas al estudio proyecti
‘vo de las ecuaciones cuadriticas con un nimero arbitra

rio de variables, investigaciones que frecuentemente -
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ya hemos tocado y que volveremos a encontrar varias ve

ces (Ver entre otros el § X).

Parte de la correspondencia obtenida por proyec--

€ifén estereogrdfica entre el plano real y la esfera.

Haciendo corresponder a 1la recta del plano el pif
de puntos donde corta una c6nica, hemos ya relacionadé
la.Geometrfa del plano con la Geometria sobre la c6ni-
ca. Podemos de la misma manera, establecer una corres
pondencia entre la Geometrfa del espacio y la Geome---
tria sobre la esfera, haciendo corresponder a cada pla
no del espacio la circunferencia seglin la cual &ste --
corta a la esfera. Si ahora, por proyeccidn estereo--
gréfica, transportames la Geometria establecida sobre
la esfera al plano (y entonces cada circunferencia es
transformada en una ciréunferencia), se ve ahi que hay
correspondencia entre:

La Geometria del espacio, que tiene por elemento
el plano y por grupo las transformaciones lineales que
transforman una esfera en ella misma, y

La Geometria plana, que tiene por elemento la cir
cunferencia y por grupo el grupo de radios vectores re

ciprocos,

Queremos ahora extender de dos manerés la primera
de estas ﬁeometrias, tomando, en lugar de su grupo, un
grupo mis geﬁeral. La generalizacifn que resulta se -
transporta entonces inmediatamente, por medio de 1la re

Presentaci6én, a la Geometria plana,
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Hagamos la fdcil mod1f1cac16n de escoger, en lu--
gar de transformaciones lineales del espac1o, éon51de-
rado como formado de planos y que transforman la esfe-
ra en ella misma,.o bién el conjunto de las transforma
ciones lineales del espacio, o bien el conjunto de ---
transformaciones de planos del espacio que dejan [en -
un sentido que va a ser todavia prec1sado] a la esfera
inalterada; en el primer caso, se hace abstracc16n de
la esfera; en el segundo, (se hace abstracc16n) del cg
ricter lineal de las transformacxones a emplear. La -
primera generalizacibfn se concibe 1nmed1atamente,’pode
mos pues examlnarla inicialmente y estudiar (o se;u1r)
'las consecuenc1as para la Geometria plana. Volveremos
1nmedlatamente sobre la segunda, en donde ante todo --

hay que determxnar la transformac16n més general corres

pondiente,

Todas las transformaciones lineales del espacio -
transforman haces y conjuntos de haces de p}anps en; -
respectivamenté, haces y conjuntos de haces de planos,
Sobre 1la esféra, el haz de planos-da un haz de circun-
ferencias, es deéir una sucesidn:simplegegte»}nfinita
de circunferencias corténdose en los mismos puntos; el
conjunto de haces de planos, da un‘conjuntone haces -
de circunferencias, es decir una sqcesiGn doblemente -
infinita de circunferencias ortogonales a una circunfe
rencia fija (la circunferencia cuyo plano tiene por pé
lo el punto pér el cual pasan los planos)., A las trans

formaciones lineales del espacio corrcsponden pues so-
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bre la esfera y, en consecuencia, en el plano, las ---

trénsformacionés circulares caracterizadas por la pro-
piedad'de transfdrmaf haces y conjuntos de haces de --
circunferencias en ﬁaéés y en conjﬁntos de haces de --
circunferencias(??). La Geometrfa del planc vbtenida -
adoptando este grupo de transformaciones es La nepre--
sentacibn de fa Geometnia progectiva ondinaria del es-
pacib. En esta Geometrfa, no se podr4 hacer uso del -
punto como elemento del plano, puesto que los puntos,-
para el grupo de transformaciones escogido, no forman
un éuerpo (8§V), pero se escbgerén como elementos las

circunferencias.

Para la segunda extensi6n de la que hemos hablédo,
es ante todo necesario preguntarse la naturaleza del -
grupo correspdndiente de transformaciones. Se trata -
‘de encontrar.transformaciones tales que todo [haz de -
planos cuyo eje es tangente a la esfera] se vueiva un
[haz] temiendo también esta disposicién. Podremos, pa
ra abreviar el lenguaje, transformar ante todo 1la cues
tién por dualidad, y ademis descender un grado en el -
nﬁﬁero de dimensionés;'deberemos asf{ encontrar las ---
transfofhaéioﬁes ﬁﬁntuales del plaho qué, a cada tén*-
gente de una cénica dada, hagan corresponder una tangen
te a la misma c6nica. Para llegar ahi, consideremos -
el plano, y la c6nica que esta ahf situada,.como la --
prdyecciﬁh.de la cufdrica hecha a partir de un punto -
“de vista (Nota.- punto desde el cual se hace iafproyeg

clén) que po eontf nabre la superficie, y de tal wmonerp
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que la cbénica sea la curva de contorno aparente. A las

tangentes a la cénica corresponden las generatrxces de
la superf1c1e y el problema es transformado en el de E
encontrar el conjunto de transformaciones puntuales .-
que reproducen la superficie, las generatrices permahg

ciendo generatrices.

Ha& tantas transfqrmaciones asi como se‘quiéri; .
puesto que basta considerar el punto de 1la supérfigier
como interseccibn de las generatrices de cada sistema
y transformar en s mismos, de una manera arbltrarla,
cada uno de estos sistemas. Entre estas transformac1o
nes se encuentran, en particular,aquellas que son linea
leg; son las ﬁnicas que vamos a considerar. Si‘tuvié-“
ramos, en efecto, no una superficie, sino una multipli
cidad de varias dimensiones, representada pof una ecua
cibn cuadréitica, s6lo subsistirfan las transformacio--’

nes lineales, y las btras desapafecerian(’ﬁ.

Reportadas soﬁre el plano pér proyeccib6n (no este
reogréfica), estas t;ansforma;iones lineales que reprgl
ducen la superficie se vueiven transformaciones puntua
les en dos dimensiones, tales que a cada tangente a la
cénica de contorno aparente corresponde de nuevo una -
tangente, pero también,talescum a cualquier otra recta
corresponde, en general, una cbnica que tiene un doble
contacto con la cénica de contorno aparente, Se puede
muy bien caracterizar este grupo de transformaciones -

basando sobre esta Gltima una dcterminaci6n métrica --

proycctiva. Las transformaciones tienen entonces las
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propxedades de cambiar puntos que, en el sentido de 1la
determlnac16n metr1ca, estén a una distancia nula uno
de otro, o puntos que estin a una distancia constante
de otro bunto, éﬁ 6tros para los cuales sucede lo mis-

mo.

Todas estas consideraciones pueden extggderse a -
un nﬁmero arbitrario de variables; en particular, pue-
den ser empleadas para el problema planteado al 1n1c1o,
reldt1vo a la esfera y al plano, que son entonces toma
dos (cons1derados) como elementos. En este caso, se --
puédé dar al resultado una forma particularmente intui
tiva, porque el 4ngulo que forman‘dos planos, en el --
sentido de Ia determ1nac16n métr1ca basada sobre la es-
fera, es 1gua1 al 5ngulo que forman, en el sentido or-
dinario, las circunferencias de intersecci6n en la es-

fera.

Obtenemos pues sobre la esfera, Y en consecuencia
sobre el plano, un grupo de transformaciones circulares
que tlenen la propiedad de tnana‘oamaa clrculos tangen
Zes (5o&mando un dngulo nulo) ¢ czncuLOA que coatan --
otno bajo un mismo dngulo AQApect¢vamente, en ancuLOA
que AatLAﬁacen Las mismas condiciones. A este grupo -
de transformac1ones nertenecen las transformac1ones 1i
neales sobre la esfera y las transformaciones por ra--

dios vectores reciprocos en el plano(?%).

La Ceometria del circulo que puede fundarse sobre

este grupo es la anfloga de la Géométnierde La Sphene
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propuesta por Lie para el espacio, y que parece de“una

importancia'excepcional en las investigaciones sobre -
la curvatura de las esferas. Comprende la Geometrfa -
de los radios vectores reciprocns, en el mismo sentido
en que €sta a su vez comprende a la Geometrfia elemen--

“tal.

Las transformaciones circulares (esféfica;)tqﬁe -
acabamos de obtener tienen, en particular, 1la prbpie--
dad de transformar circunferencias (esferas) tangentes
en otras que también lo son. Considerando todés_lds -
curvas (superficies) como envolventés de circuferen---
cias (esferas), se ve que dos curvas (superficies) tan
gentes serdn transformadas siempre en curvas (superfi;
cies) iguélmente tangentes. Las transformacioﬁes'en -
cuestién pertenecen pués a la categorfa, que estudiare
mos mis tarde en general, de las transformaciones de -
contacto, es decir transformaciones tales que el con--
taﬁto de las figurés sea una propiedad invarianté.

Las transformaciones circulares mencionadas en primer
lugar en este parigrafo, al lado de las cuales se pue-
den colocar transformaciones esféricas andlogas, no --

.son transformaciones de contacto. - ;

’ Los dos tipos de extensiones de las que no nos he
mos ocupado mfs que en el caso de la Geometria de los
radios vectores reciprocos, se pueden también hacer de
forma anfloga para la Geometria del espacio reglado, y,
en general, para el estudio proyectivo de una multipli

cidad caracterizada por una ecuacién cuadritica; es lo
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.que ya hemos indicado y sobre lo que no es necesario -

insistir mis.

§VIIL.- Enumeracibn de otros métodos que tie-
nen por base un grupo de transgforma--
ciones puntuales,

La Geometria elemental, la de los radios vectores
reciprocos, e incluso la Gecmetrfa proyectiva, cuando
se hace abstracci6n de las transformaciones por duali-
dad que aportan con ellas un cambio del elemento del -
espacio, no son mis que algunos ejemplos particulares
entre los numerosos métodos de tratamiento imaginables,
en donde se toman por base algunos grupos de transfor-
maciones puntuales. No sefialaremos aqui més que los -
tres métodos siguientes, que, con los que acabamos de
* nombrar, participan de este carfcter. A pesar de que
estos métodos estdn todavia lejos de haberse desarro--
liado, al mismo grado que la Geometrfa proyectiva, en
disciplinas que les son propias, es fﬁcil, nd obstante,
reconccer que ocupan un lugar en las investigaciones -

modernas (®%).

1.- EL grupo. de tas transfonmaciones nacionales,- Res
pecto a la§ transformaciones racionales, hay que dis--
tinguir cuidadosamente si son racionales para todos --
los puntos del campo en el cual se opera, como cl espa
cio, el plano, etc, o bien si lo son solamente para --
los puntos de un conjunto que pertenezca al campo, co-

mo una superficie, una curva, S6lo son aplicables las
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primeras si se trata de construir, en el sentido aquf
entendido, una Geometria del espacio, del plano; las -
(1timas, desde el punto de vista en que nos hemos colo
cado, no adquieren importancia mis que si se trata de
estudiar la Geometria sobre una superficie, o una cur-
va dadas. La misma distinci6n se aplica para el and--

£is84s s4itus del que pronto nos vamos a ocupar.

Cualquiera que sea el caso, las investigaciones -
realizadas acd y all4 hasta hoy se refieren esencial--
mente a las transformaciones del segundo tipo. Como -
-en ellos no se propone el estudio de la Geometrfa so--
bre la superficie, ni sobra la curva, sino quec mis - -
bién se trata de encontrar (criterios) para que dos su-
perficies, dos curvas, puedan transformarse una en la
otra, estas investigaciones escapan al dominio de las
que hemos considerado aquf(®*®). El esquema general ex-
puesto en este trabajo ciertamente no abarca la totali
dad de las investigaciones matemiticas: aquf solamen-
te se encuentran reunidas ciertas vias bajo un mismo -

punto de vista,

Al respecto de una Geometrfa de las t?ansfbrmacig
nes racionales, que se utilice cuando se tome como ba-
se *l1as transformaciones del primer tipo, no existen --
hasta hoy mds que los principios, En el campo de pri-
mer grado, sobre la recta, estas transformaciones ra--
cionales son idénticas a las transformaciones Iineéles,

y no dan en consecuencia nada nuevo. En el plano se -
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conocen, es verdad, todas las transformaciones raciona
les (transformaciones de Cremona); se sabe que son con
secuencia de-la composicién de transformaciones cuadri
ticas: Se conocén también caracteres invariantes de -
las curvas planas, sin género, la existencia de 1los md
dulos; Pero .estas .consideraciones no se han aln real--
mente desarrollado en una Geometrfa del plano en el --
sentido que lo entendemos aquf. Para el espacio, la -
teoria apenas nace. No se .conocen hasta hoy mids que -
Tun Pequefio niimero de transformaciones racionales, y se
las utiliza para referir, por representacibén, superfi-

cies desconocidas a2 superficies conocidas.

2.- EL Andlisdis Situs.- En lo que se llama el andli-
444 84itus se estudia la invariancia, frente a transfor
maciones, que resultan de la composicién de- transforma
ciones infinitamente pequefias, Eomo ya lo hemos dicho,
es aGn aquf necesario distinguir si se debe considerar
el campo total, por ¢jemplo el espacio, sometido a la
transformacién, o bien si solamente un conjunto que se
separa (del campo total), es decir una superficie. Son,
las transformaciones del Primer tipo que podrfan tomar
se como fundamento de una Geometria del espacio. Su -
grupo se constituirfa de forma completamente diferente
a4 como lo estdn los considerados hasta aquf. Como com
prepdc todas las transformaciones puntuales, infinita-
mente pequcfias y Supuestas reales, (el grupo considera
do) se limita por si mismo, por su origen, a los ele--

nentos realea (o) vnpacio, y vorrezpomde al daminlo Je

v
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1la funcién de definicién arbitraria. Se puede muy ---
bién extender este grupo de transformaciones afiadiéndo
lo a las transformaciones homogrificas reales, que tam

bién modifican los elementos al infinito.

3;- EL grupo de todas Las transformaciones buutudlé;.-
Si relativaménteva ééte grupo, ningunaléuperficié po:7
see propiedades individpaies, ya qué cadé ﬁna de‘eliaé
puede transformarse en cuélquier otrr por (apliéaéi&n
de) las transformacioneé dei grupo, existen no obstah-
te todo, elementos de orden mis elevado en cuyorestu?-
dio pﬁede ventajosamente emplearse el grupo. De acuer
do a la manera de entender 1la Geometrih, que constitu-
ye la base de este trabajo, poco importa que estos ele
" mentos hayan sido considerados hasta hoy, no tanto co-

mo elementos geométricos, si no sobretodo como ele--

mentos analiticos que, fortuitamente, encuentran una

aplicacifn geométrica, y que al estudiarlos se hayan

empleado métodos (precisamente como transformaciones

puntuales arbitrarias) que solamente en nuestro dias
se conciben apenas como transformaciones geométricas,
A estos elementos analiticos pertenecen, en primér lu-
gar, las expresiones diferenciales homogéneas*f después
las ecuaciones en derivadas parCiales; Parece, no obs
tante, como lo mostrard el pardgrafo siguiente, que, -
para el estu@io general de estas fdGltimas, sea atin pf§
ferible emplear el grupo de todas las transfordc fines

iy

de contacto.
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La*propoéicidn fundamental de la Geometrfa, que -
tiene por base el grupo de todas las transformaciones
puntuales, consiste en que Zal transformacibn es siem-
pre, para una parte infinitamente pequera def espacio,
equivalenze a una tnanbgonmacidn‘lineat Los desarro-
1los de la Geometria proyectlva SOn pues apllcables a
lo 1nf1ntamente pequeﬁo, cualqu1era que, por otra par-
te, pueda ser e1 grupo tomado como base de tratamlento
de las multiplicidades, y en esto tiene un cardeter ad

minable el método proyectivo.

Ya fué tratada anteriormente la relacifn que exis
te entre los quos de tratamiento que reposan sobre --
grupos que se contienen unos a pttds.;perquaremos -
aqui todavia un ejemplo de ia,teoria_general del par§-
grafo II. Podemos preguntarnos cdmo hay que concebir,
al punto de vista del liconjunto. de las transfor-
ﬁacionqs puntuales', las propiedades proyectivas, y --
'queremdslaquf hacer abstraccién de las transformaciones
por dualidad, que forman propiamente parte del grupo -
de la Geometrfa proyectiva., ‘El problema no difiere de
este ‘otro: ;bajo que condicién el grupo de transforma
ciones lineales se scpara del conjunto de las transfor
maciones puntuales?, Lo que caracteriza a las prime--
ras es el hecho de que a todo plano corresponde un pla
no. Son las tranéformaciones que no cambian el conjun
to de planos, o, lo que es una consecuencia de esto, -
el conjunto de rectas, >Da La Geometala basada sobac -

Las thansfoamac{ones puntuales se¢ deduce, por adjuncibn
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del confunto de planos, la Geometala proyectiva, asl -
como de La Geometala proyectsva, por adjuncidn'dél eln
culo i{maginario al infinito, se deduce la Geometrfa --
elemental. En particular, debemos concebir desde el -
punto de vista de-las transformaciones puntuales, la -
cualidad de una superficie consistente en ser algebrai
ca y de un cierto orden, como una relacién invariante
frente al conjunto de los planos. Esto se manifiesta
enteramente cuando, con Ghabbﬁann, se une (o se adjun-
ta) la generaci6n de los elementos algebraicos a su --

contruccién por medio de la regla.

§ IX.- EL grupo de Las Transfoamaciones de
contactd.

Hace ya largo tiempo que se han considerado, en -
casos particulares, transformaciones de contacto; ---=
Jacoki incluso ha hecho uso, en sus investigaciones --
analfticas, de la transformacién de contacto mis gene-
ral, Sin embargo, €stas no han sido colocadas dentro
del rango de las concepciones geométricas corrientes -
m4s que por obra de recientes trabajos de gie(’ﬁ. No
es pues de ninguna manera inGtil exponer aqui claramen
te 1o. que es una transformacién de contacto, limitdndo
nos, como siempre, al espacio puntual de tres dimensio

nes.

Por transformaciones de contacto hay que entender,
desde el punto de vista analftico, toda transformacitn

cn donde los valores de las variables x,4,2
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en donde los valores de las variables x,y,z y las iifi

va?as parciales §§;=p,g§~q,se expresan en funcisn de -
cantidades andlogas X',4',2',p',¢'. Es evidente que;
en general, superficies que se tocan son asf transfer-
madas en superficies que se tocan, lo que justifiea @l
nombre,deftnan45onmacion¢4 de cantacto. Si se parté -
del punto como elemento del espacio, las transforniclgA
nes de contacto se dividen en¢tre$ clases: aquéllas -
que, a la triple infinidad de puntos, hacen correspon-
der nuevos puntos (son las transformaciones puntuales
que acabamos de considerar), aquéllas que las transfog
man curvas, y en fin, aquéllas que las transforman ep
superficies. No hay due considerar esta divisi6n como
esencial, ya que, al hacer uso de otros elementos del
espacio en nﬁmero:triplementesinfinito, como los pla--
nos, se llega también a una divisi6n en tres grupos; -«
peéro que no. coincide con la divisién que se obtiene --

partiendo de puntos.

Si se aptlican a un punto todas las transformacio-
nes de contacto, se obtiene la totalidad de los puntos,
de las curvas y de las superficies. Es pues necesaria
la totalidad de los puntos, de las curvas y de las su-
perficies, para formar un cuerpo de nuestro grupo. Se
puede concluir en una regla general, que ‘diga que, en
el sentido de 1as transformaciones de contacto, es -«
erréncg}tratar’un Problema (como, por ejemplo, la teo-
rfa de las ecuaciones en derivadas parciales que vamos

inmediatamente a estudiar) empleando coordenadas de --



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

- 44 -
punto o de plano, ya que, justamente, entonces los ele
mentos del espacio escogidos por base no forman un ---

cuerpo.

Pero, si se quieren conservar los métodos habitua
les, la introduccién, como elementos del espacio, de -
todos los individuos comprendidos en el cuerpo en cues
tién, no es practicable ya que su nlimero es un nimero
infinito de infinitas veces. De aqui se desprende la
necesidad.de introducir como efemento del espacio, en
estas consideraciones, no el punto, ni la curva, ni la
superficie, sino el elemento de superficdie, es decir -
el sistema de/valores x,y,i,p,q. Por medio de una ---
transformacién de contacto cualquiera, cada elemento -
de la superficie se transforma en otro; el quintuﬁle -
infinito de elementos de superficie forma pues un cuer
po; . .

Desde este punto de vista, es necesario concebir
el punto, la curva y la superficie, simultéineamente, -
como agregados de elementos de superficie, y como agre
gados de una doble infinidad delestos elementos, La -
supe?ficie es, en efecto, envuelta por x% elementos, -
un ndmero igual son tangentes a una curva, Yy €S también
ésfe, el nfimero de los que pasan por un punto., Pero -
estos agregados de elementos, doblemente infinitos, -
tienen todavia una propiedad caracteristica comﬁn;i 5@;

She tub W

para dos elementos de superficie consecutivos x,¥4,Z,P,%
i vt onthuteds

y x+dx, y+dy, z+dz, p+dp, q+dq, se tiene
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| dz -pdx qdy 0,
los llamaremos asoc1ados en posicién. éntonces él pun
to, la curva, 1a superficie son conjuntos, doblemente
Anfinitos, de elfementos cada uno estando asociado con
aquéllo&, en ﬁdmcuo simplemente infinito, que Le son veed
nos. - El punto, 1la curva, 1la superficie, son asf carac
terlzados de una misma manera, y es igualmente asf que
deben ser representados analfticamente si se quiere to
mar por base al grupo de las transformaciones de con--

tacto.

La asociacién en posicién de dos elementos conse-
cutivos es una relacibn invariante respecto a toda ---
transformacién de contacto, Pero, reciprocamenfe, se
pueden también definir las iransformaciones de contac-
to como las 5u5t£tuc£oﬁe$ de cinco vaniablez x,4,2,p,
q, tales que <La nelacibn dz -pdx - qdy = 0 se transfon-
me en &L misma. En estas investigaciones, el espacio
debe ser considerado como una multiplicidad de cinco -
dimensiones, y se debe estudiar esta multip11c1dad to--
mando como grupo fundamental el conjunto de las trans-
formaciones de las variables que dejan inalterada una

relacién diferencial determinada.

Los conjuntos fepresentados por una o varias ecua
ciones (establecidas) entre las variables, es decir, -
Las ecuacdiones en denivadas panciales de pﬁimea orden
Yy 4us sitemas, se presentan sdbre todo como sujetos de

estudio. Is un problema capital saber como, de conlun
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tos de elementos qqe:satisfacen'ecuacioges dadas, se -
pueden deduci; sucesiones simplemente y doblemente in-
finitos de elementos, tales’que cada uno de sus elemen
tos esté asociado en posicifn con el vecino. A un pro
blema anilogo se reduce, por ejemplo, el problema de -
la resolucibén de una ecuaci6n en derivadas parciales -
de primer orden. ‘Se puede formulg;lo»asi:,dedu;ir de
la cuédruplg infinidad de elemento§.que satisfacen a -
la ecuagi6n, todos los conjuntos doblemente infinitos
de la natruraleza indicada. En particular, el proble-
ma de la resolucién completa toma, desde ese momento,
esta forma precisa:‘distribui; la cuédruple infinidad
de elementos aue satisfacen a lé ecuacién ea una doble

infinidad de tales elementos.

- No podemos tener aqui la intencién de empujar mis
lejos estas consideraciones sobre las ecuaciones en de
rivadas parciales; a este respecto envio a los traba--
jos de Lie, que hemos citado. Sefialemos solamente afin
que al punto de vista de 1las  transformaciones de:
contacto, una ecuacién en derivadas parciales de pri--
mer orden no tiene ningGn invariante, que .cada una de
ellas puede transformafse en otra,"yvque,en-consetuen-
cia, en particular, las ecuaciones lineales ya no se -
distinguen mids de los otros, No es mis que cuando se
llega al punto de vista de las transformaciones puntua

les que se presentan distinciones,

LLos grupos de transformaciones de contacto, .-
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de transformaciones Puntuales, y, en fin, de transfor-
maciones proyeétivas, Pueden caracterizarse de una ma-
nera comln que aquf no puedo Pasar bajo silencio(?9).
Hemos definido ya las transformac1one: de contncto co-
mo las que conservan la asociacién en posicién de dos
elementos consecutivos., Las transformaciones pﬁntua--
les tienen, a1 contrarid 1a propledad caracterfistica
de transformar elementos de recta consecutivos y aso--
ciados en pPosicibn, en otros de la misma naturaleza,
En fin, 1las tranSformaciones homogréficasAy por duali-
dad consérvan la asociacién en posicién de dos elemen-
tos conexos. Por elemento conexo entiendo el conjunto
de un elemento de superficie y un elemento de recta --
contenido en €1: elementos conexos consecutivos se l1a
man asociados en Posicién cuando no solamente el pun--
to, sino incluso el elemento de recta de uno esti con-
tenido en el elemento de superficie del otro, La deno
minacién (por otra parte, prov151onal) de elemento co-
nexe se refiere a los nuevos seres introducidos en Geo
metria por ClebAchP‘) que se definen por medio de una
ecuacién conteniendo, a la vez, coordenadas de punto,
de plano y de recta, y cuyo anflogo en el plano ha re-

cibido de Clebsch el nombre de conexo,
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§x;-Sobme Las multiplicidades con un ndmenro
anbitranio de dimensiones.

Ya hemos sefialado varias veces que al referirnos,
en lo que hasta‘aqui hemos ditho, a las nociones del -
espacio, nb hacemos mis que consentir al deseo de faci-
litar el desarrolio de las nociones abstractas apoyin-
dolas sobre ejemplos claros. En el fondo, estas consi
deraciones son independientes de la representacién sen
sible, y pertenecen al dominio general de estudios ma-
temidticos que se llaman la Théonde des multiplicités -
de varias dimensiones, o, brevemente (segiin Grassmann),
la théonie de £'étendu (Ausdehnungslehne]. La manera
segn la cual hay que proceder para referir, lo que he
mos dicho del espacio, a 1@ pura nocién de multiplici-
dad, se concibe a partir de ella misma. Sefialemos so-
lamente, una vez mis, que, en el estudio abstracto,---
frente a la Geometrfa, tenemos la ventaja de poder es-
coger enteramente el grupo de transformaciones a tomar
como base, en tanto que en Geometria un grupo completa
mente determinado, el grupo principal, se daba a paio-
LV '

No abordaremos aqui, y aun esto muy ligeramente,
mis que los tres métodos de tratamiento siguientes:

1. Método de tratamiento proyectivo o Algebra moder-
na (Teorla de Las L{nvariantes).- Su grupo se com-
pone del conjunto de las transformaciones lineales y -

por dualidad de las variables empleadas para represen-
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tar el elemento de 1a multiplicidad: es la genera
lizaci6n de 13- Geometria proyectlva Hemos ya se'
ﬁalado c6mo este método encuentra empleo en 13 --
discusién de lo infinitamente peqiefio de una mul-
tipliciaad»quehtiené*uha-dimensionﬂdevmas; Com- -

- prende los dos métodos de tratamiento que debemos
atn indicar, en el sentido de' que su grupe com---
* prende 16s grupos que deben tomarse Por bases en

éstos dos mé&todos, B C.

“Il.la mutt&p£4c¢dad de curvatuna conétante - En Rie-
‘mann 1la noc16n de’ tal mu1t1p11c1dad resulta de 13
nocién mas general de una multip11c1dad en la -.-
cual ests ‘dada una expres16n diferencialiée las -
variables. Al1f &1 ‘gTUpo se compone del conJunto
de las transformac1ones de las variables que de--
jan inalterada 1a exprésién dada. Se llega de --
‘otra manera a 1la nocién de una multiplicidad de -
curvatura constante cuando se establece, en e}l --.
sentido proyective, una determ1nac16n métrica ba-
sada en una ecuacién cudritica dada entre las va-
riables, Este método, co1nc1diendo en ésto con el
dc_Riemann, permite la generalizacién con51stente
eén que las variables pueden suponersé complejas;
se puede entonces limitar 1a variabilidad del cam
Po real, Es a esta rama que pertenece 1a extensa
sucesién de investigacicdnes qQue hemos abordado en

~ los pardgrafos vV, VI, vII.
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111, La multipticidad plana.+ ﬁienann‘designlfpor nul-
| tiplicidad:plana 1a multiplicidad de curvatura --
constante nula. -8u teoria es 13 generalizacién -
inmediata de la Geometria elemental. Su grupo --
puede, como ‘el grupo principal en Geomet¥fa, ser
separado del grupo proyectivo manteniendo una fi-
gura representada por dos écuaciones, ‘una ‘lineal
y otra cuadrdtica. §Si uno quiere adaptarse a la
forma de acuerdo a la cual la teorfa se presenta -
habitualmente, debe distinguirse entre 10 rveal y
lo ‘imaginario.  La Geometrfa elemental misma, fi-
gura en el primer rangd de esta teorid, 'y después
vienen las generalizaciones recientemente desarro
lladas por la teoria oxrdinaria de la curvatura, -

etc.

Observaciones finales
Para terminar, haremos dos observﬁcions qué guar-
dan relacién Intima con lolque hemos-dicho-hésta aqui:
la primera concierne el algoritmo a‘empléar paré la re
presentacifén de las nociones desarrolladas hasta aqui;
en la segunda indicaremos algunos problemas que parece
importante y fecundo tratar de acuerdo a los phhtos de

vista que hemos dado,

Se ha frecuentemente hecho a la Geometrfa aralfti
ca el reproche de pdher delanfe‘(de todo), por la in--

troducci6n del sistema de coordenadas, elementos arbi-
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trarios, y este reproche alcanza igualmente a toda ma-

-« nera de tratar multiplicidades en las cuales el elemen
-t0 se caracteriza por los valores de las variables.

Si:este reproche no estuviers mis que ‘' justificado, de-

:-bido ‘a 1a manera defectuosa seglin la cual se manejaba,

-50bre todo en el pasado, el método de las cbordenadas.

. se desvaneceria en cuanto -se emplease racionalmente el

~.imétodo. . Las eéxpresiones analfticas que pueden presen-

tarse en el estudio de una multiplicidad en el sentido
de un grupo deben ser, en razén de su significado, in-
..dependientes -del sistema de coordenadas, en tanto que
este sea arbitrario; se trata simplemente de también -
pener en evidencia esta independencia en Las f6amulas,
‘El-Algebra moderna Muestra que esto es posible y cbmo
se ‘hace; 1a nocién de invariante de 1a que aqui s¢ tra
ta Se pone de relieve de la manera més evidente. Tie-
ne . una ley de formaci6n general y perfecta de.las ex--
presiones invariantes, Y se restinge a no operar mis -
que con ella. Lo que es necesario es. que proporcione
también el tratamiento analitico cuando se toman por -
base otros grupos que no son el grupo proyectlvo(’%
Es bien necesarlo, en efecto, que el algoritmo se adap
. te a lo gque se desea, que se le emplee como una expre-
sién clara y precisa de 1a concepcibn, o (bien) que se
le pueda utilizar para penetrar en campos alin no explo
rados,
Se es asi conducido a plantear los problemas, res

recta de los cunles querfamos afin habhinr, ror modio de
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la comparacidén entre las ideas que hemos expuesto y lo

que se llama £a théorie des équiations de Galois.

En la teoria/deka&uA.como.aqui todo el interés
reside en los grupos de transformac1ones. Pero los ob
jetos a los que se refleren las transformaciones son -
bien diferentes: alld se trata de un nﬁmero limitado -
de elementos dis*intos, aqui de un némero indefinido -
de elammtos de un conJunto continuo; pero se puede, --
por la 1dcnt1dad de la n0C16n de grupo, llevar mis le
jos la comparac16n(“), y lo 1nd1caremos aqui tanto més
voluntariamente cuanto que aSi se encuentra caracteri-
zado el lugar, que es preéiso a;fibdir a ciertas inves
tigacioﬁes comenzadas, por'Lie y yo(®?¥, en el séntido

de los puntos de vista desarfoliados aqui.

En la teoria de Galois, tal y como ésta es expues
ta, por ejemplo, en el T&d&té d’ Algebne Aupé&;cune de
Senaet o en el tna4£¢ ch dubstitutions de c Jondan,
lo que propiamente cosnt1tuye el obJeto de las investi
gaciones, es la“;eoria misma de grupos 0 ge‘sustlyuc1g
nes; la teorfa de las ecuaciones se deggrende como apli
cacibn, Por analogfa,lquerria@os‘una_théihicwdéb .-
Lransformations, una teoria deAlos grﬁpqs dueApuedan -
ser engendrados por transformac1ones de una naturaleza
dada., Las nociones de conmutattvxdad de s1m111tud -
etc, encontrarian empleo en la teoria de las sustltu--
~ciones. El tratamiento de una multiplicidad obtenldo

R RAR A .
de la consideraci6n de un grupo fundamental de trans--
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formaciones aparece como una aplicacibn de 1a teorfs -

de 1las transformaciones.

funciones ;imétricaé de los coeficientes las que ofre-
cen interes, e inmediatamente después las éxpresiones
que Pérmanecen inalégradas, Si no frente a todas las -
pqrmutaciénes de las raices, al menos si para un gran
nGmero de ellas: En el tfatamiento de‘gna mult@plici-
dad con un &Tupo tomado como fundamentai, duerrihmos -
ante todo, porranalqgia, determinar los cuerpos - - .
(§VI), 1as figuras que Permanecen inalteradas ante to-
das las transformaciones del grupo; Pero hay figuras -
que noladmiteq”todas:las transformaqionesvdel gfupo, -
sino ﬁnicament¢,algﬁna5_de ellas, y -estas figuras, en
el sentido del tratamiétno basado sobre ei gruﬁ;, son
| particularmeﬁte inferesantes,‘puesto qﬁe g0zan de pro-
ﬁiedé&es admifablés: 'Eé'asf, PTro ejemplo, que en el -
sentido de la Geoméfrfa or&inéria, se distingue entre
lcuerpos sim&;ficos y regdlafés, entre superficies de -
révolﬁéidn Y'helicoidéies. Si‘uno‘séﬁcdloéa en‘él pun
to de vista de 1la Gedmetrfa proyectiva,ry en particu--
iér.se‘pideLQQe 1ésj£faﬁéfdfmaciones"que llevan a 1as
figuras a (coincidir con) si mismés sean bermutéb]es,
se ilegé a lasifigurés consideradas por Lie y’yo en la
Memoriacitada; Y al problema que ahf se planta ep el -
§6. “En los §1,3 se encuentra la determinacién de todos
los grupos encerrando una ihfinjdaa de‘transformacio-—

hea linﬂultW, pramtabiles e @ Pluing va ung pParte (e
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la teoria general de las transformaciones sobre las --

cuales acabamos de hablar (*9).

Apéndice.- Notas al pie de pdgina, de Klein, en
su texto.
(') Después de la aparicibn, hace aproximadémente un -
. afio, en los Annali di Matématica, de una traduccibn --
italiana de mi programa de Erlangen, he_acéptado tanto

mis voluntariamente la proposicién de M. Padé de publi

car también una traduccibn francesa, cuanto que, actual

mente, la teorfa de los grupos parece, m&s‘que nunéé,
ocupar la atencién en Francia, y que, consecuentémeﬁte.
el contenido de mi programa motivard allf quiz&s algln
inter&s. En }a traduccién italiana, habfa aportado al
texto un pequefio nGmero de modificaciones y afiadido al
gunas notas rectificativas; han pasado aquf sin modifi
caci6n, y han sido igualmente puestas en evidencia en
el texto por medio de paréntesis [ ]. De trabajos pos
teriores, no he citado ninguno, no importa cuin cerca
hagan refergncia al sujeto; sucede ¢ e un reporte sis-
temdtico de los trabajos aparecidos después de 1872 es
una tarea a largo plazo, Gque no me parece realizable -
'sin una puesta a punto completa y detallada de las ---
ideas emitidas en mi programa; puedo esperar cumplirlo

en un futuro mis lejano.
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(%) Esta concisibn de la forma es un defecto de nues--
tra eXposiciSn, y hay lﬁgar para temer que vuelva 1a -
inteligencia sensible m&s penosa. Yo no hubiera podi -
do de todas formas poner ahi remedio mis que con una -
exposicién mucho mis extensa en donde habrfan sido de-
sarrolladas en detalle las teorfas particulares que no

son aquf mis que tocadas.

aplicadﬁs a la fotaiidad de los elementos del espacio,
Y hablamos en consecuencia pura y simpleménte de trans
formaciones del espacio. Las transforﬁaciones, como -
por ejemplo, las de dualidéd,rpueden ihtroducir, en lu

gar de Puntos, elementos nuevos,

(*) [Esta defiﬁicidn amerita adn el cbmplemento que si
gue. Se supone implicitamente, en los grupos del tex-
to, qﬁe toda operacitn que ahi figure Y@ acompafiada de
la oﬁeracidn inversa; pero, en el caso en que hay una
infinidad de operaciones, esto no es de ninguna manera
consecuencia de 1a noci6én misma de gTupo; se trata pues
de una hip6tesis que debe expresamegte aftadirse a 13 -

definicién de ETupo, tal como est4 dada en el texto].

(%) La noci6n.y 1a denominaci6n se toman prestadas de
la teorfa de 13¢ sustituciones en donde se trata, no -
de transformaciones de un campo continuo, sino de per-

mutaciones de un ntmero finito de magnitudes discretas,

(*) Camille Jordan ha determinado todos 1los grupos con

tenidos ap o) Erupo Jde 1ng dospluzomiontog: Sus fey -o
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groupes des movvementes (Annali di matemdtica, T. I1)

(7) Por otra parte no es en manera alguna necesario, a
pesar de que sea asf para todos los grupos que hemos --
mencionado, que las transformaciones de un grupo $e --
presenten ahf en sucesiones continuas. Por ejemplo, -
los desplazamientos en nfimero limitado que llevan a un
cuerpo regular a recubrirse forman un grupo; lo mismo
sucede, en nGmero ilimitado, con aquéllas que llevan -

una sinusoide a superponerse.

(*) Por sentido, hay que entender aqui la propiedad de
orden segin la cual una figura se distingue de su simé
trica (imagen reflejada). Es asf que, por el senti-
do, una hélice destr8giva se distingue de una hélice -

levbgira.

(?) Por definicibn, esas transformaciones forman nece-

sariamente un grupo.

(%) Se engendra por ejemplo tal ser cuando se aplican
las transformaciones del grupo principal a un elemento
inicial arbitrario que‘ho reproduce ninguna de las ---

transformaciones del grupo dado.

(*) Esta concepcién debe ser considerada como una de -
las mis bellas obras [de la escuela francesa]; s6lo --
ella da un sentido preciso a la distincibn, que gusta

colocarse al principio de la Geometria proyectiva, en-
tre las propiedades métricas y las propiédades descrip

tivas.
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(*) No es mis qQue en los Beitrdge zun Geometnie de ---
Lage que Von Staudt toma por base el grupo mis extendi
do en donde también figuran transformac1ones imagina--

rias,

%) Si se quiere, este Principio es aplicado aquf en -

una forma un poco mis general.

(**) En lugar de una cdnica del Plano, se puede también
tomar una cGbica izquierda ¥, en general ‘proceder en

forma parecida Para el caso de n dimensiones.

(1ﬂ Para otros ejemplos y también en particular, para
-la extensién a un mayor niumero de d1mens1ones, vea la

exposicién hecha en una de mis Memerias. Ueber Linien-

- geometrie und metALAche GeOmeta¢a (Math Annalen, t,

-V, 2); ver tamblén los trabajos de L1e que acgbamos in

mediatamente de citar,

(*®) Este nombre . ha sido escogido por Dedekind quién, -
en la Teorfa de los nGmeros, da a un conjunto de nﬁme-
- Tos e1 nombre de cuenpo, cuando resulta (cuando se ob-
tlene) por medio de operac1ones dadas, de elementos -

dados (Gltima ediccién de 1as Legons de Dedeklnd)

(®*) [En el texto, se seflala suficientemente que. el gru
PO propuesto pueae contener los que se 1laman sub-gru--
POS excepcionales. Si una figura geomé8trica permanece
inalterada por las operaciones de un sub- ~gTupo excep--
~cional, sucede lo mlsmo con todas aqué€llas que se dedu

cen a partlr de las opetraciones del gTupo total, y en
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concecuencia, de todos los elementos del cuerpo que re
sulte. Ahora, un cuerpo formado asfi es totalmente im-
propio para la representacidn de las operaciones del -
grupo.

No se deben pues tomar en cuenta en el texto mis
que cuerpos que resultan de elementos del espacio que

)

no se conservan inalterados bajo la aplicacibn de nin-

gdn sub-grupo excepcibnai del grupo prépuesto].

(!®) La geometrfa de los radios vectores reciprocos so-
bre la recta equivale al estudio proyectivo de lé‘rec-
ta, puésto que las tfansformaciones son las mismas en
un caso y en otro. En la Geometrfa de los radios Vec-
tores reciprocos, Se puede pues hablar tahbiénide La -
relacibn ananménica de cuatro puntos de una recta, y -

después de una circunferencia.

1 ' ‘
¢ Ver el trabajo ya citado: Ueber Liniengeometnie und

metnische Geometnie (Math, Ann, T. V).

(3% [ La manera de expresarse del texto no es exacta.
Todas las transformaciones lineales

z' saz +8 (donde z' =x' +Ay’, z=2 +1y)
Yz +§ ' : '

corresponden a las solas transformaciones del grupo de
radios vectores reciprocos que no invierten los dngu--
los (las cuales no permutan entre si los puntbs cicli-
cos del plano), Para abarcar en entero al grupo de --
los radios vectores reciprocos, es‘necesario, a las --

transformaciones precedentes, afiadir atin €stas (que no
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son menos importantes): z' *az +B8, donde se tiene todg

via que z' +x* *4Y', YZ +§ pero donde Tex iy,

(*Y) Prtiette Di(ﬂeaentialgleichungen und Complexe 4---
(Math. Annaten, T.°y) .

*3 Grassmann en sy Ausdehnungstehne considera fortuj-

tamente estas transformaciones (ediccifn de 1842).

(’ﬁ Si se Proyecta estereogr&ficaménte la multiplicj--
r'dad,~se obtiene este conocido teorema: Fuera de Las --
t@qnagoAmacione; del grupo de Los nadios vectones reel
procos, nb existe, en fos campos de varias d{menééoned
ly ya en ot eApacib), ninguna t@qn#‘oamacidn.buntuat -
conforme, En of plano, at contna@io, exdisten uan ingd

nidad. Ven también 1los trabajos citados de Lie,

" [Las férmulas siguientes harén mucho mss claras --

las consideraciones del texto. Sea
2 2 3 2
Xy +x2 T, txl e
la ecuacidn, en coordenadas tetraédricas ordgnarias.'-
de la esfera que es réportada estereogrificamtne al --
plano., Las x que satisfacen a esta ecuacién de condi-

€ibn adquieren éntonces para nosotros el significado -

de coordenadas tetracilindricas en el plano, y

“wyx, + U,x, + Ly, + ux, =90
Se vuelve .1a ecuacién general del circulo en el plano.
Si se calcula e} radio de este circulo, se encuentra -

la raiz cuadrada
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adeud eudeud
que Tepresentaremos por £u,. Podemos ahora considerar
los cfrculos como elementos del plano. . Entonces el -
- grupo de radios vectores reciprocos se presenta COmO -
el conjunto de las transformaciones lineales homogéneas

de u,, u,, u,, ¢, tales que

uj *uj sy o]
se reproduce, abstracién hecha de cierio“factor. El -
grupo mis extenso que corresponde a 1a Geometria de la
esfera de Lie, se compone de las transformaciones linea

les de las cinco variables u,, w,, 4y, 4,, Ug que, abs

tracci6én hecha de un factor, reproducen a
ufou:*u:+uf¥u§4‘

(3%} [En tanto que, en los ejemplos‘pretedentes;‘se tra ’

taba de grupos a un ndmero limitado de parfimetros, lle

gamos ahora a la consideracién de los grupos llamados

infinitos) .

" (Se relacionan, por otra:parte, y de la manera mis
feliz con nuestras consideraciones, 1o que yo no cono-
cfa atin en 1872, Dada una forms algebraica arbitraria
. (curva, superficie, etc), réporténosla. introduciéndo

como. coordenadas las relaciones

v, ¥, :"'p'd“; tdu, ... :dap,r
donde'u;, u;;l-;up son las integrales abelianas de pri

mera especie asignada a la.curva, a un espacio de or--
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den superior; No hay mfs que tomar por base de las --
consideraciones relativas a este espacio el grupo de -
tr;nsforuaciones lineales homogéneas de las v. Ver di
versos trébajos de los Srs. Brill, Noether y Weber, --
‘asf como mi reciente Memoria: Zux Theonie don Abel'schen

‘Functionen, en el tomo XXXVI de los Math. Annaten,]
(*) .Ver en particular éiltfabéjo citado: Uchex partie-

LLe Di“eaentiatglelchunggn und complexe (Math. Annalen,

“T. ¥}. Los desarrollos dados en ei»texto, respectivos

- . & las ecuaciones en derivadas parciales, se deben esen

cialmente a Comunicaciones orales de Lie. Ve su Nota:
" Zur Theordie pantiellen 046(eaent¢alg£e4chungen (Gotlin -

gea Macha¢chten octubre 1872).
*" Debo estas definiciones a’una observacién de Lie.

" Gsex. Abhandlungen, T. XVI1; 1872: Ueber eine Fun- -
d4lentalau{gabe dex Invaa4anteuth¢044¢, y también - -
- Gdtt. Nachrichten, No. 22; 1872: Ueben ein Grundgeb.itde

dex analytischen Geometrie dex Ebene.

(% Por ejemplo, para el grupo de las rotaciones del -
espacio de tres dimensiopes alrededor de un punto fijo,

tal algoritmo estf dado por los cuaterniones.

(™ Recordaré aquif que Grassmann, ya en 1z introduccién
de la primera ediccién de su Ausdehnungslchen (1844),
establecié un paralelo entre el Arilisis combinatorio
¥ 18 Théorie de £'étendue (Auadehnugg#lzhae.

f2) ?(i‘ﬂucstra Memoria: Uebea diejenigon ebemen cur--
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ven, welche dunch ein geschossenes system von einfach
unendtich nielen Veatanschbaren Linearen Trandformatio

nen {in &dch hbeagehcn (Math. Anﬁateu, T. 10)

(**) Debo rehusarme a mostrar cuin fructuosa es, para -
la teorfa de las ecuaciones diferenciales, la conside-
racién de las transformaciones infinitamente pedueﬂ;s;
En el (parfgrafo) §7 del trabajo citido, Lie y yo hemos
mostrado que: ecuac1ones diferenciales ordinarias que
admiten las mismas transformac1one 1nf1n1tamente peque
fias presentan las mismas dificultades de 1ntegrac16n.
Lie, en diferentes lugares y, en particular, en la Me-
moria citada mis arriba (Math. Annalen, 7. V), ha he--
cho ver, con varios ejemplos, como estas consideraciones -
pueden ser aplicadas a las ecuaciones en derivadas’paz
ciales (Ver tembién, en pérticular, comunicaciones a -’

la Academia de Chrlstlania, mayo 1872).

LY

[Puedo, hoy, indicar el hecho de que los dos pro-
blemas mencionados en el texto han precisamente conti-
nuado orientando una gran parte de los trabajos ulte-- .
riores de Lie y de milnismo. En lo que concierne a --
Lie, debemos, sobre todo citar su Théonde 3@4 groupes
coﬁtinua de transfonrmations, cuya exposicién sistemdti
ca constituye hasta hoy el objeto de dos volGmenes - -
(Leipzig, T. J, 1888; T, 11, 1890), Entre mis investi
gaciones posteriores al presente escrifo puedo indicar'
Ias que se refieren a los cuerpos regulares, a las fun

ciones modulares elfpticas, y, en general, a las funcio
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nes uniformes que admiten trahsformaciones lineales.
Ya, en 1884, expuse las Primeras en una obra espec1a1
Vornlesungen der dos IkOAaeden und die AuﬂLOAung der --
Gtc&chungen vond giinften Grade (Leipzig); poco después
ha aparecido el primer volumen de una exposicién (en -
el cual esl Sr. Fricke me ha prestado una ayuda esen--
'cial) de la Théonie des 6onct¢on4 modulaines ellipti--

queo (Leipzig, 1890)]

NOTAS DE F. KLEIN AL FINAL DEL TEXTO:
NOTAS

I. Sobre La oposicibn, en la Geometnta modeana de
. Los métodos sintético Yy analitico.

Actualmente, ya no se puede mis considerar esen-
cial la diferencia entre 1las Geometrfas sintética y --
analftica medernas, puesto que las materias estudiadas
Y el modo de discusién ahf empleado se han vuelto poco
a poco similares. También hemos escog1do la palabra -
Geometaia proyectiva, para designar tanto la una como
la otra en el texto. Si el método sintético procede -
sobre todo por la intuicién del espacio, dando asf a -
sus priméras teorfas elementales un atractivo particu-
lar, el campo de tal intuicién no estd por esto cerra-
do al método analitico, y se pueden concebir las férmu-

las de 1a Geomctria analftica como una expresidn clara
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y precisa de relaciones geométricas. Por otro lado, -
‘no hay que despreciar, para las investigaciones ulterio
res, el provecho que procura, adelantdndose de alguna

manera al pensamiento, un algoritmo bien apropiado,

De todas formas no‘héy que alejarse de la prescripcibn
que nos dice que una cuestifn matemitica no debe ser
considerada como completamente agotada en tanto no se
haya vuelto alGn intuitivamente evidente; descubrir por
pedio del Anilisis, en dar un paso muy 1mportante, pe-

yo no es mis que dar el pr1mer paso. o

11. Escisibn de ta Geometria modeana en disciplinas.

Si, por ejemplo, se observa c6mo el fisico matemd
tico rechaza generalmente la ventajé que obtendrfa, en
muchos casos, a partir de una intuiciﬁn proyectiva in-
cluso poco desarrollada; y se observa c6mo, por otro -
lado, el que cultiva la geometria proyectiva aborda po
co la rica mina de verdades matemfticas de dqnde ha na
cido la teoria de la curfatura de las superficies, se
es forzado a considerar el estado actual del estudio -
de la Ceometrfa como muy imperfecto, y, segln toda ape

riencla, como transitorio.

111. Sobxe La impontancia de La intuicibn del edpacio.

Cuando, en el texto, hablamos de la intuicién del
espacio como de algo accesorio, no lo hacemos en razén
de 1a naturaleza puramente matemitica de las considera

ciones a formular: para ¢{stas (1a intuicién) no tiene

mis que el valor de un método que vuelve las cosas Ssen
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sibles, método que, por otra parte, desde el punto de
vista Ppedagbgico, debe ser estimado de gran valor.’- Es.
'asf»que.un~modelo geométrico es, desde esté punto de -

vista, de los mis interesantes y de los méis instructi-

. VoS,

Pero es totalmente diferente si se trata de la im
portancia de la 1ntu1c16n del espacio en general. Yo
1a considero como subsistiendo por sf misma. Existe -
una Geometrfa pPropiamente dicha que no ﬁuede Ser; como
las investigaciones que nos. han ocupado, mi&s que una -
forma sensible de consideraciones abstractas, Ahf hay
qQue concebir las figuras del espacio en la plena verdad
"de su forma y (esto que’ constituye el ladg matemftico)

' perc1bir sus relac1ones Como conseécuencias evidentes -
de los postulados de la intuicién del eSpac1o. Para -
esta Geometrfa, un modelo, que sea eJecutado y examlna 
do o solamente figurado con fuerza, no es up medio pa--

: ra alcanzar un f1n 51no 18 cosa en Sf.

Cuando colocamos asi, con una exlstencla propla,
la Geometrfa aI lado de las matemétlcas puras y sin --
:que de ellas dependa, hacemos nada menos que algo nue-
vo. Es, no obstante todo, deseable poner en evidencia
‘este punto una vez mis, puésto que las investigaciones
. recientes la pierden casi completamente de vista, Es
asf igualmente, reciprocamente,>que los métodos de in-
vestigaci6n nuevos hap sido raramente aplicados, cuan-

do hubieran podido serlo, al estudio de 1as relaciones
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dé;fonma de Jbs'seresndzi;vspaci&,nyéno:pu:Mnnte;;en -

~..esta via, parece que;serian'particulaznentamfecundas.

1v. SObke LaA mult&p&&e&dadeb con un ndmeao aubitua-

e e 3

aio de dimensiones.

Que e1 espacxo cons1derado como lugar de puntos -
no tenga més que tres d1mens1ones, es algo que, desde
Jel punto de vista matemético. no tlene necesxdad de ser
d15cut1do pero no se sabria tampoco, desdc el mismo -
punto de v1sta, 1mped1r a no importa qﬁzen afirmar que
tiene cuatro o un nﬁmero arbitrario, 51 b1en nosotros
no podemos perciblr m!s que tres. La teoria de las --
multip11c1dades de var1as d1mensiones, tal como‘s;-des
prende mis y mﬁs de las 1nvest1gaciones matemiticas no
dernas es. por su naturaleza, completamente independien
te de tal afirmac16n. No obstante, se ha establecido

, ahi una manera de hablar que, seguramente, emerge de -

esa idea, En lugar de elementos de un conjunto cont!-

i
ooty

'nuo, se habla de puntos de un espac1o super;or, etc.

En si misma, esta manera de expresarse tiene nucho de

¥

_bueno porque, recordando las concepciones geonétricas,
“facilita la (labora) intellgencia. Pero ha tenido la
enojosa consecuencia conszstente en que,para muchos, .

las 1nvest1gac1ones sobre las mu1t1p11c1dades de vari-

@

as dlmensxones son, cons1deradas como no hac1endo mﬁs -

que un todo con. las 1deas que acabamcs de recordar so-
bre le naturhleza del’ éspacio. - Nada es‘ menrosifundado

que esta.creencia. Si.gstas ideas fueran justas, es--

T
3

¥
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‘tas investigaciomes encontrarfan una aplicacién geomé-
trica; pero su valor como su objetivo, plenamente ing
pendientes de §1, se encuentra en su naturaleza pura--
ment?vmatemﬁtica.

Otra cosa distinta es la forma indicada por - - -
Pliicker de con51derar e1 verdadero espacio como una --
mu1t1p11c1dad con un n@mero arbltrarlo de dimen51ones
'1ntroduciendo como elemento (ver §V del texto) una £i-
‘gura (curva, superficxe, etc) que depende de un nﬁmero
»arbitrario de par&metros. '
| Es en e1 Auadehnun94£ehue de GaaAAmann (1844) que
se encuentra desarrollada, por primera vez, esta mane-
ra de ver, en donde se cons1dera el elemento de una --
-ultlplicidad con un nﬁmero arbitrario de dxmensiones
como el anslogo del punto del espacio. Grassmann no -
se preocupa nulamente de las 1deas que hemos recordado
_vsobre la naturaleza del espacio estas ideas remontan
-‘a observacxones hechas de pasada por Gauss, y se han -
‘extend1do como consecuencia de investigaciones de ----
| R&enann soer las multiplicidades de varias dimensio--
heé; investigaciones con lascuales se encuehtran mez-
cladas.

" Las dos maneras de ver, tanto la de Grassmann co-
mo la de Pllcker, tienen sus ventajas particulares; se

emplean ambas, tanto una como otra, con provecho.

- V. Sobne La Llamada Geometrfa wo euclidiana.

Como lo han mostrado recientes investigaciones, -
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la Geometrfa métrica proyectiva,“de”la‘éﬁal]éeltréta -
en el texto, coincide esencialmente con la Ceometrfa -
métrica que se obtiene cuando se rechaza el postulado

de las paralelas y que, bajo el nombre de Geometrla no
euclidiana, es actualmente el objeto de frecuentes de-
bates y discusiones. 8i, en lo que precede, no hemos,
_en general, empleado esta locucibn, es por una razén -
que se refiere a las consideraciones de 1la Nota prece-
dente. Se asocia al nombre de Geometria no euclidiana
una multitud de ideas que no-tienen nada de matemfti--
cas, aceptadas, por;unultdo; con tanto mayor entusias-
mo cuanto que ellas provocanarepuxsiﬁn de todas las de
mfis ideas con las cuales, en todos los casos, RUEsStras
consideraciones exclusivamente matemdticas no tienen -
"absolutamente ninguna relacdbn. PorfmuﬂiO'de-lis con-
~sideraciones que siguen hegggﬁquetigg_appr;ar-alguna -

\ .
aclaracibn sobre esta_di;;ipci@p,_ﬁ_

7 Laé investigaciones en cuestién- subre 1la teorfa -
de las paralelas y Sus desarrollos: sucesivod tiene¥] -
porudog,iaéoS, una-importancia‘mateu!ticﬁcﬁ?ee&saz7*

-iMuestran ante toao.'nge”ﬁued;?ééﬁsgagggiqii cosa
come-definitivamente decidida, qué’é1”£x¥3ﬁ£3dé“ as" --
" paralelas no es una consecliéncia matemsgica;deiiﬁsﬁaxig
‘mas generalmente’ ‘colocado§ antes qdé‘éik sino éﬁéfé; -
1a expres16n de unh hecho’ intuitivo esencxalméﬁéébﬁuevo :
-dejado intagto por las inveetigaclones quegle preceéen.'

Una discu¢ién”parecida podrfa 'y deberia"ser realizada,

AR G e
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incluso fuera de la Geometrfa, respecto a cada axioma;

Se ganarfa ahf en visién sobre las respectivas situa--

~ Ciones de &stos.

En segundo lugar, estas investigaciones nos han -
dado una nocién matemftica preciosa la de 1a multipli
cidad de’ curvatura constante. Ests relacionada, como
~¥y& lo hemos sefialado y mis ampliamente desarrollado en
-.el §X, de 1a manera mis estrecha, con 1la determinacién
.métrica proyectiva desarrollada independientemente de

-toeda teorfa de las- paralelas. Si, en st misma, el ‘es-
. tudio -de esta determinacién m8trica ofrece en ‘gran ip-
terés matemitico . ¥ permite numerosas aplicaciones, com
Prende también, como caso particpla: la determinacitn
®8trica dada en 1a Geometrfa y aprende a considerarla

desde un punto de vista mis elevado,

Absolutamente independiente de estas considerac1o.
nes es el problema de saber sobre qué reposa el axioma
de las paralelas, si debe Ser considerado como dado de
ung forna.absoluta, lo que quieren unos, o como esta--
blecido sélo aproximativamente por 1a experiencia, co-
mo pretenden otros, Si hubiera razones de aceptar esta
difina‘forma de ver, las investigaciones matemf&ticas -
. en cuestibn nos mostrarian cémo debe entonces fer cons
truida una Geometr{a mis exacta, Pero €sta es eviden-
_temente una cuesti6n filossfica que atafie a los princi
pios nfs generales de huestro entendimiento, No inte-

resa al matemStico como tal, y €1 puede desear que sus



Laboratorio de Visualizacion Matematica (http:/valle.fciencias.unam.mx)

- 70 -

investigaciones no sean consideradas como dependientes
de la respﬁéStaune,‘&e un lado o'de’otro,.pueda -----

dirsele.

V1. La Geometria del CAPGCLO neglado como ebtudio
de una muttLpZichad de curvatura conatante.
Unificando la Geometrfa del espacio reglado con -
la determinacifbn métrica'proyectiva en una nu1t1p1ici-
dad de cinco dimensiones, debemos prestar atencidn al
hecho de que las rectas no nos ofrecen (en el sent1do
de 1a determ1nac16n métrica) més que los elementos al
infinito l1a multiplicidad, Se vuelve asi necesario -
‘examlnar cufl es el ‘valor de una determinaci6én métrica
proyectiva, por sus elementos al. infinito; vamos a ‘de-
sarrollar aqui esta cuestxﬁn para a1slar las dxfzculta
des que se oponen a la concepcxdn de la Geometria del
espac1o reglado COmo Geometria nétrlca.v Referimos es-
tos desarrollos al eJemplo intuitivo que ofrece la de-
términacién ﬁéffica pfoyectiva basada sobre una suber—»

ficie de segundo grado,

- Dos puntos tomados arbitrarxamente.fn el espacio
tienen, respecto a la superficie, un invariante absolu
 to: la relaci6én anarmfnica que -forman con los dos»pﬁn-
tos de interseccién de la recta que los une y la supexr
ficie; pero, si los dos puntos vienen a coloéarse $0--
bre la superficie, la relacifn anarménica tiende hacia

cero independientemente de 1la posxc16n de los puntos,

oxcepfa en el caso en el queé los dos puntos vengan a -
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colocarse sobre una generatriz, en cuyo casoiésquSe -
vuelve indeterminada; Este es el Gnico caso particular
al cual da lugar su posicibn respectiva si éstos 'no --
coinciden; tenemos asf este teorema: |

La dexeuMLnachn métrica proyectiva que se puede
basar en et cApacLo ‘sobre una: superficie de 4egundo -
gtado R0 proporciqua ninguna deteaminacién métrica pa
Aa La Geometnta aobae eata dupenficdie,

A esto se aﬁade el hecho de que no se puede, por-
transformac1ones 11nea1es de la superficie en sI misma

-

llevar tres puntos arb1trarios a c01ncid1r con otros -
‘ tres“) ‘ ‘

Para tener sobre la superflcie en si una determi-
naciﬁn métrica, es necesario restringir el grupo de .-
,Ias transformacloées, y a eso llega teniendo fijo un -
punto arbitrarlo del espacio (o su plano polar) Supon
~ gamos ante todo que el punto no esté sobre la superfi-
\cie. Desde este punto se la proyecta entonces sobre -
aparente. Sobre esta c6n1ca se basa en el plano, ‘una
determ1nac16n métr1ca proyectiva que se reporta 1nmed1a
tamente ‘sobre 1a superflcie. "Esta es una determinacion
métrica propiamente dicha, de curvatura constante, y -

. se tiene asf este teorema:

Una deteaminacién métu¢ca de curvatunra consiante
3¢ obtiene sobre La superficie desde el momento que se
Liene fifo un punto que no estd sobre La duperficie,

Se cncuentra de la misma forma que:

‘Tomando pox punto fijo un puntc sobre La superfi
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cie en 8L, se obtiene sobre &sta una d¢tenm4nac46n mé-
trica de cu&uatuaa nufa. s _

En lo que concierne a todas estas determinaciones
métricas sobre la superficie, las genefatrices:son'lie
neas de longitud nﬁla, ‘Las expresiones del élenento -
de arco de la superficie no difiéren pues, -en las dife-
rentes determinaciones, mfs que por un factor constan-
te. No hay sobre la suberficie un elemento de arco ab
" soluto, pero se puede muy bien hablar del dngulo que -

forman sobre la. superfic;e dos d1recciones.

Ahora todos estos teoreaas y todas estasiconside-
raciones pueden ser inmediatamente aplicados por la --
Geometria del espgcio reg%ado. Para el espacio regla-
do en's$, nb existe,aip@ion{ 91nguna,§eterminac16n mé-
triéa prdpiaménté dicha,  No se obtiene una mis que
cuando se‘fiehé.fijo un complejorlineal, Y enfgncgsJ—-

‘tiene una curvatura constante o nula segln que el com-

pleJo sea general 0 particular (una recta). A 1§ elec

cién de este complejo esti también ligada 1a ex1sten—~.

cia de un elemento de arco absoluto. Cualqulera que -

sea esta elecci6n, la distancia de dos rectas infznita

mente vecinas ‘que se cortan es nula, y se puede tam---

bién hablar del 8ngulo que ‘forman entre si dos rectas

1nf1n1tamente vec1nas de una recta dada()

V11, Sobre la inteapretacifn de Las foxmas binanias.

RO

Mostraremos aqui qué répresentacidn simple Sévpug

de obtener, por medio de la interpretacibn de x + iy SO
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bre la esfera,'pafa los sistemas de formas que se-re--
fieren a 1a forma binaria cibica ¥-a la forma binar1a

b;cuadr&tlca.;

" Una' forma binaria cﬁbica § tiene un cbvariante cd
“bico @, un cuadritice A y un invariante R'". Con §y
2 se forma toda una sucesidn de covariantes del segun-

do’ grado
Q* + 2 R 42,

entre los cuales figura igualmente A?, Se puede demos

trar

que cada covariante de la forma cfbica se des
compone en tales sistemas de seis puntos. Pudiendo to
mar X valores complejos, hay una dobe infinidad,
-El conJunto de formas asf definido puede ser re--
presentado sobre la esfera de la forma s1gu1ente‘“ por
una transformac16n lineal conveniente, llevemos los ---
tres puntos representados Por { a tres puntos equidis--
tantes sobre un cIrculo méximo. Este cfrculo miximo --
puede tomar!e‘por ecuador; las longitudes de los tres -
puatos { situados sobre &1 son ¢°, 120°, 240°, Q es en
"tonces representado por los puntos del ecuador cuyas --
longitudes son 40°, 180°, 300°, 4 10 es por los dos po-
los. Cada forma Q2 + R §* estd representada pof seis
puntos cuya latitud y longitud estfn contenidas en la -

tabla sigyiente, ~donde a y 8 designan ndmeros arbitra--

rios : : ,
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8 120° +8 240° +8] -8 r120° -B: 2‘00_8

Es interesante ver, examinando la sucesifn de es-
tos sistemas de puntos sobre la esfera, cémo se dedu--

cen { y @ contados dobles, y A contadoftxiple?,ﬁ

Una forma b1cuadr§t1ca t1ene un covarxante H tam
bién b1cuadr&t1co, un covarlante dél sexto grado T, y
.dos invariantes { y j§. El conJunto de formas b1cuadrﬁ
ticas {H+X §§, las que corresponden todas al m;smo -
T, es particularmente seﬁaiable; a esté conjunto perte
necen los tres‘factores cuadriticos en los cuales se -
puede descomponer T, cada uno de ellos habiendo sido -

contado doblemente.

Tracemos ahora, por el centro de la esfera, tres
ejes rectangulares 0x, 0y, 0z, Los seis puntos de in-’

terseccién con la esfera conforman la forma T.

Designando por x, y, z las coordenadas de un pun-
to cualquiera de la esfera, los cuatro puntos que co--
rresponden a una bicuadrftica {H +) § § estdn dados por

la tabla

X, Y, z,
X, Y, -z,
X, .yv, -z,
X, =Y, Iza

Ca

i

Estos cuatro puntos son siempre los vértices de -

un tetraedro simétrico cuyos lados opuestos estén divi
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