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Ecuaciones diferenciales
de ‘primer orden

2.1 ECUACIONES LINEALES

Este capitulo trata de- las ecuacmnes dlfe/ncialef; de primer orden, esto es,
ecuaciones de la forrna e e :

B M

donde f es una func1on dada ge 'do§ variablés: Cuwalquier funcién y = ¢(x), la
cual con su derivada y' satisfaceni idénticamente 4 la Ec. (1), es llamada una
solucién. Nuestro objeto es deternfiniar cuindo tal s-funciones existen, y de
ser asi, como encontrarlas. Para obtener algina fi iliaridad con las ecuaciones
diferenciales y sus soluciones, cons1deraremos pnmero la ecuacion lineal de
primer orden = 3

1
[

Y +p@y =g@, | @

donde p y g son funciones contmuas dadas sobre algin mtervalo a<x<g.En
esta seccion trataremos con métodos para résolver la Ec. (2). Los aspectos més
tedricos que involucran la exlstencm y umcxdad de las solucmnes en general

Isserdn discutidos en 1a seccién.2.2. G A fo

8 B i’rinmpiaﬂemos con‘la ecuacmn L RTINS b

15 (3 MU 3 : tY 4 S RV I N T L A TR
Y tay =00 oo . 3o 43)

donde @ es una constante real. Esta -ecuacién puede ser resuelta por inspec-
< (jdn, {Qué funcion tiene una derivada que es multxplo de la funcion original?
laramente y = e9% satisface la Ec. (3); es mas e

W LY =ce ", @)

: shende ‘¢ es una constante arbitraria, tambjén lo es. Ya que c.es asbitraria,-la
Ec. (4) representa un nimero infinito de soluciones de la ecuacién diferencial
A¥B3)- Es natural preguntarnos si la Ec.:(3) tiene soluciones diferentes a las dadas
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por la Ec. (4). Mostraremos en la secci6bn siguiente que no hay otras
giffwgiones, pero por el momento esta pregunta permanece abierta.

%, Geométricamente, la Ec. (4) representa una familia de curvas de un
W tro, Bamadas ctirvas integrales de la Ec. (3). Paraa = 1 varios miembros
%sta familia estan bosquejados en la figura 2.1. Cada curva integral es la
representacion geométrica de la solucién correspondiente de Ja ecuacion
diferencial.
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Especificar una solucién particular es equivalente a extraer una curva integral
particular de la familia que se ha bosquejado. Usualmente. es conveniente: hacer
esto prescribiendo un punto (Xo, ¥o) a través del cual debe pasar la curva -
integral; esto es, buscar una solucién p= @(x) tal que

ol bondicish es llamada uria” condition inicitl Ya qbe’y es igual a ¢(x)
podemos escribir también ' S i b
Y=y en T =2,

if ‘embargo, es ura pidetica conln expresar 'fa condicién inicial en la forma

jek : Toxkch gl

Lok ‘ e E g i ‘!)(xo)‘ﬁﬂo, ; L ‘ (5) i
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y ésta es la notaciébn que se seguird usualmente en este libro. Una secuacién
diferencial de primer orden junto con una condlclon inicial forman un
problema de valores iniciales.* BT

Por e]emplo la ecuacién diferencial (3)

’ y <+ ay #‘0 G et g

y la co'ndicién inicial I

y(0) =2, (6)
forman un problema de valores Iniciales. Como 'se-hiZo notar antes, todas las
soluciones de la ecuaci6n diferencial (3) estin dadas por la Ec. (4). La
solucién partlcnlar Qque satisface la condicién inicial (6) ¢ encuentia substi-
tuyendo x=Qy y = 2 en la Ec. (4) Entonces ¢ = 2 y 1a solucién deseada es
la funcién. : i . . w3 SR otiah

y= ¢(¢) = 2e“‘" s oD

Esta es la solucxén -Onica delzﬂproblema dad@ de -valepéy s Iniciales.: Mds
generalmente, es posible mostrar que el problema: de:.valores iniciales con-
‘puesto de "la ecuacién diferencial (2) y l4“condicion -inicial (5) tieme'tuna
sblucibn Gnica siempre que p y g, tos coeﬁcnentes, saan funclones contimm
‘Esto se-discute en la seccién siguiente. = ' . v sy Tyt oM
Para desarrollar un-método sistemdtico para’ »réwlvér ‘ecuaciones lmeales de
primer orden es conveniente retroceder un: poco. Por lo tanto reescribamos:la

H

solucién (4) de la ecuacibn diferencial (3) en'la forma ~ -« v - . T
Co ye® = ®)
. Diferenciando el miembro izquierdo de la Ec. (8) tenemos -
ey =y tayer = by, T O)
y de aqui la Ec. (8) implica que« o ) ) ‘ L
ey +ay)=0. ¥ " | (10)

La cancelacion del factor posmvo e%* nos conduce a la ecuacién diferencial
(3). Es importante notar que la solucién de:la -Bc. (3):puede oonstruirse
invirtiendo el proceso anterior, esto es, multlphcando la Ec. (3) por &%*,
obteniendo entonces la Ec. (10) de la cual se sigue la Ec. (8) usando la Ec.
(9). Finalmente, resolviendo la E¢, (8) para y se obtiene 13 Ec, (4)., .. ...

El mismo procedumento puede usarse para resolver la ecuacién mas ge;ﬁeral

, Y tay=g@ (1D
Multiplicando por e4* nos da ) AR
ey + ay) e""g(x),
o, usando la Ec. (9),
: ey =eg@).

* Se sugiere esta terminologfa por el hecho de que Ia variable mdependlente denota a
menudo al tiempo, la condicién inicial define la situacién en algih instante fijo, y la
solucién del problema de valores iniciales describe lo que sucede después.
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PQ‘;‘IO tanto ’ ’ : i L ERFE S - I

Ay b

w Lo R [S PR +
ye*® =I e“tg(t) dt + ¢ o o
- R . R PR S
donde ¢ es una constmte arbitraria. Por-lo tanto una solucién de la Ec. (11)
es la funcion : : ol
IR “w z F
h ey =)= e,‘“’j. ¢*'g(t) dt + ce™™.

(12)
(4:‘} Vi Lo X

s ey

'Eh(""la Ec.'(12) vy en __td;lic)‘f‘e:_‘ste‘ libro usaremos la ‘nota_ci'c"mf f(#) dt para

: 2
denotar una antiderivada de la funcién f, esto es, F(z) = f f(t) dt designa

“alghn representante particular de la clase de funciones cuyas derivadas son
iguales a f: Todos los miembros de esta elasg. estdn incluidos en la expresion
F(x) + ¢, donde ¢ &s: arbitrarid. L o ,

. Poz. lo: tanto, para una funciéon dada g, el problema de determinar una
solucién de-la Eeu (11).se reduce & evaluar la antiderivada en la Ec. (12).1a
dificultad involucrada em esto depende de g; sin embargo: la Ec, (12) da una
formula xplicita para:la‘solucion y = ¢(x). La constante ¢ puede determinarse
<i.una condicion inicial es‘prescrita. - v T S oy

Tratemos ahora la ecuacion lineal general de primer.orden ), -

y +p@)y = g®).

Por analogia con el ptoceso anteriof, deberiantos de escoger una-funcién u tal
-qupe si la Ec. (2) es multiplicada por. u(x), &l miembro izquierdo de la Ec. (2)

se transforma en la derivada* px)y. Esto es, queremos elegir u, si es posible,
tal que , : .

p@ly + pyl = [y(m)g/]’ -

e = @Y + K@
~Par 1o tante, ps) debe-satisfacer :
o 'V AP | !u - M J ::‘i I“P(hxl:)‘yvl‘()é)‘ = y""(x).‘< g N Tv B q (i e e
Suponiendo pot el ‘momento que’ fitx)> 0,’y" dividiendo’ entre yu(x), obte-
"nem'o’s‘f Lo N Giep b I e
(2 . o
w8 _ fin w(a)) = p@. (13)
p(=) : R
Por lo tanto o e
In p(2) = f p(1) dt,
* Una funcién u que tenga esta ﬁ:opiedad se llama un factor integrante. Los factores
. mtegrarntes se describen mas completamente en la seccjg’;n 2.6..

Ty ;‘nv:J : y ”s dt . . i
+ Rebudrddie Glie, .{ : T = Int{a].
. BPSE TS S .
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.ﬁy:ﬁnqlmente I " R ATRET

w(z) = fxp [ f z?_(t) dt]. (14)

Notese que u(x), cuando se.define por, la Ec. (14), es gealmente: positiva.
Ademis, ya que la fzp(t)’dtpued‘e denotar ‘cualquiera de las antiderivadas de

p, u(x) estd determinada excepto por una constante multiplicativa arbitrasja, la
cual no tiene importancia ya que puede ser cancelada en ambos miembros de
:}&pﬁcuacién siguiente, Y S
““Volviendo a la Ec. (2) y multiplicando por u(x) se obtiene

PR A \'T‘ N ITEN S B ST 7
(@) = p@)g ()
Por lo tanto ' R

f 3

uy = [ w9ee) ds + .

x
y= —1—[ f u(s)g(s) ds + c],
u@LJ:
donde u(x) estd dada por la Ec. (14). La Ec. (15) da una formula explicita
para la solucion de la ecuacién' lineal general de primer orden (2), donde p ¥ 2
son funciones continuas dadas. Se, requieren dos integraciones, una para
obtener u(x) de la Ec. (14), y la otra para detérminar y de la Ec. (15). La

constante arbitraria ¢ puede usarse para satisfacer una condicion inicial.
T ST P T SRS LA LI

B PRY

15)

Ejemplo 1. Encontrar la solucién al problema de valores iniciales -
SRR ‘ : L CoAi e T n a el

<ty = 2oy =z, y(0) =1 e

PN

T : Copnnoe : n ) sioo !
" Para esta ecuacién la funcion u estd dada por -, o

. [ e _ X
s N u(x) = exp (—f 2t d!) = e,
Por lo tanto » by .
Lt Yy s P . e IR N ,c S
i an ety sy =,
.de manera que - v N S SO

8

de donde ; T

- ) € : g AT C((A“'bz L/
ye * =f tetdt4+c=—4" +oc,

y finalmente ’ P

~d
y=—}+ce | Z s

R
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Para satisfacer la condicion inicial y(0) = 1 debemos elegir ¢ = 3/2. De aqui
que

=<}+3 an
es la soluciérridel problema de valores iniéfales’ dado; -

Efemplo 2 ‘EncOntrar la solucién del problenia de- valores uucmles \
Yy —Zwy—l Q=1 a8

Como )en el e]emplo anterior u(x) es é"‘ >y obtenemos
-—f “dt+c - 19)

Para evaluar ¢ es conveniente tomar el lmute de integracién mfenor" como el
punto inicial x = 0. Entonces, mulnphcando la Ec. (19) por. .eX* obtenemos

y=e f o~ dt + 'ce".
o .

Iacondlcfén inicial y(0)=1 reqiiiere que ¢ = 1 "y‘poflo‘ ,_tanto
' y==ef —tdt+e : (20)
et 2. o ‘ a
es la solucion del problema dado.

Noétese que en la solucién del ejemplo 2, la integral de e ** no se puede
@xpresar como una funcion elemental. Esto dustra el hecho de que puede ser
necesario dejar la solucién, an de un problema muy snnple en forma
integral. Sin embargo, la funcién’. :

L . (=é,‘c—‘. -
erf (3) 7 L ea, - 1)

conocida como funcion error, ha sido ampliamente tabulada y puede conside-
rarse como una funcién conocida. Desde un punto'de vista computacional, por
lo tanto, la Ec. (20) es una expresién perfectamente satisfactoria  comio “la
solucién del problema de valores iniciales (18). Es tan satisfactoria, de hecho,
como la soluc16n y=—4 +-3-e" del problema de valores iniciales (16). Para -
calcular ex? para un valor dado de x, ordinariamente consultamos una tabla, y
esto no es mas dificil que encontrar erf (x) en una tabla diferente.

*La eleccion del limite inferior de integracion es realmente irrelevante, ya que la

* ®
diferencia entteJ- edt y f e~ dt es simplemente una constante, que puede sumarse _
ac. a b

-
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PROBLEMAS
En cada uno de los problemas del 1 al 4, resuélvase la ecuacwn dlferencml
1.y 43y =+ 2. ¥y — 2y = a2l
3.9 +y=2e*+1 4y +(fz)y=3cos2z, >0

En cada uno de los probiemas, del S al 8, eneuénhese la scludién’ dei
problema dado de valores iniciales. s LoaEnT N

~5. 9 —y = 2xe*, y(O) =T 6.. ¥ +2 = xe—h’ y(1) =0

-' 1
Ty ryv=rrm vO=0

2 cos x b
By +_y=—z, y»=0, 2>0

9. Encontrar la solucibn (ie
.
o Cdz e - a:
Sugerencxa Consxdéresq a x como vanable dependxente en lugax de y.
10. a) Mostrar que ¢(x) = ¢2% gg una“soluéion de St

y -2y =0,

y que y = cd(x) es también una solucxon de esta ecuaciéon para cualqmer valor
de la constante c.
b) Mostrar que ¢(x) = 1/x es una soluciébn de

y’,+yﬂ ‘O’E

para x > 0, pero que ¥ = c(x) no es una solucién de esta ecuacion para un

walor nrbxtrano de: c. Nbtese que la ecuacxbn de la, parte b) es no lmeal
mientras que la de la parte a) es lineal. | .

lI Mostm qn*- siy= ¢(x) es uha solucién de
. Y+ play = =0,

hitonces y = cp(x) es también una solucxbn para cualquxer 'valor’ dé la A
constante c.

4112, 8iy = y;(x) 65 una solucién de , . ,
¥ +p@y =0, R B
¥ ¥ = Y(x) es una solucién de o o

Y +p@y=g@. @

’Hostrar que y = cy;(x) + Y(x) es también una solucién de la Ec. (u) para
cualquier valor de la constante c. ' ¢
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*13, Considérese el método siguiente de resolver la ecuacién lineal general
de primer orden:

¢

y +pRy = g(x) @

a) Si g(x) es 1dentlcamente cero 'mostrar que 1a soluclon es

y-"?;“F"P [—f P dt], C e e (i)

donde A4 es una constagte... ; ,
b) Si g(x) no es idénticamente cero, suponer que la soluc16n es de la fmma

y ="A(z) exp '[—r @ ‘fiz]. o (iii)

Substituyendo esta expresibn para y en lawecua“éién diferencial dada, mostrar
que A(x) debe satisfacer la condicion

A'@) ='g(;) exp U”p(i) dt]. A (iv)

¢) Encontrar A(x) a partir de la ecuacion (iv). Substituir entonces A(x) en
la Ec. (iii) y determinar y; verificar que la solucién obtenida de esta forma
coincide con la obtenida en la Ec. (15) del texto. Esta técnica se conoce como
el método de variacién de pardmetros; se discute en detalle-en la seccién:3.6.2
en conexiébn con las ecuaciones lineales de segundo ordﬁn

*14, Use el método del problema 13 para resolver cada una de las s1gu1entes
ecuaciones diferenciales

’ ;;(;.)4;3/' _dy =t P T by ¢+ (m)y =3 cos 2z, z>0

ARTR f B T

2.2 EXPOSICION GENERAL DE ECUACIONES LINEALES

'y

‘En la seccién 2; 1 se mostréz cémo construu' soluclones de las ‘ecuaciones
d1ferenc1a1es lineales de primer orden. Vamos a estudiar ahora ciertas’ cues-
tiones mas tedricas. Estableceremos primero un Teorema fundamental que
establece condiciones bajo las cuales un problema de valores iniciales, para una
ecuacion lineal de primer orden, tiene siempre una solucién y sélo una. El
resto de la seccion la dedicaremos a la consxderaclon de aigunas de_las
implicaciones de este Teorema,

Teorema 2.1. Si las funciones p y g son continuas denirg de un mtervalo
" abierto a<x < que contiene al punto x = x,, entonces existe una funcion
tinica y = §(x) que satisface la ecuacion diferencial

¥ +p@y =g . . @
para o <x <, y que también satisface la condicion inicial
v =% . L@

donde Yo es un valor inicial arbztrartamente prescrito, . | F T
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La prueba de este Teorema estd contenida esencialmente en la discusion
que en la Gltima seccién nos condujo a la formula

&onde T l%z)[le‘(s)g(f) és; c}, | o oar(3)

w(z) = expﬁ.f “p() dt. @

Suponiendo que la Ec. (1) tiene yna solucién, la deduccion de la seccién 2.1
muestra que debe ser de la forma; (3). Notese que ya que p es continua dentro
del intervalo a<x < B, se sigue qle u estd definida en este intervalo, y es una
funcién diferenciable diferente de cero. Esto justifica la conversién de la Ec.
(1) a la forma ‘

(@) ='n=)g(). R )

La funcién ug tiene una antiderivada ya que g y g son continuas, y la Ec. (3)
se sigue de la Ec. (5). La suposicion inicial yde que hay al menos una
solucion de la Ec. (1)— puede verificarse’ ahora substituyendo la_expresion
para y en (3).en la ecuacion. dife}enciah‘Finai_méh_te“; 1a condicifin inicial (2)
determina la gonstante ¢ ‘univocathente, completande-por. lo- tz&alapmeba
Ya qué la E¢.(3) contierie: fodag las soluciones: ds 13 Ec. (1),-se-acostumbra
llamar a la E¢. (3) la solucion gerjeral de la Be. (N .o

"Hay varios aspectos sobresalientes del Tebrema aﬁt@;ior"q'yé deben hacerse
notar. En primer lugdr, qe-¢éf- problema dado de valorés iniciales tiene una
solucién, y también que el problema tiene \ing #0Ncion unica. En otras
palabras, el Teorema. asegura tanto la existencia ‘comp la unicidad de la
solucion de los problemas de valores.iniciales (1/)’y7.(2). Ademas, la solucién
y = ¢(x) es una funcién derivable y, én efecto,ya que y = —px)y +gkx), la
derivada »' = ¢'(x) es ‘cohtinua. Finalmente, Ja sofucién satisface la ecuacién
diferencial (1) en todo, ek intervalo a<x <f eh ¢l cual son continuos los
coeficientes p y g. Esto significa que la solugion ho estard definida a lo més en
puntos en los cuales ya sta p 0'g es discontinua. Por lo tanto, se obtiene una
cierta cantidad de informacién cualitativa’acerca’de la solucion simplemente
identificando puntos de discontinuidad‘de p y g. .

Como un ejemplo considérese el'problema' de valores iniciales
oy + 2y =4, ‘ - ®
o y() =2. Q)
Procediendo como en la seccién 2.1 ,;;':§e§cribirnos la Ec. (6) como

g 2
y»'r+;y=4x,>f : S T ()

[ i

y buscamos una solucién en un intervalo que;contenga a x = 1. Ya que los
coeficientes en la Ec. (8) son continuos excepto en x =0, se sigue del
‘Teorema 2.1 que la solucién del problema dado de valores iniciales es vilida al
menos en el intervalo 0<x <eoo, Para encontrar esta solucion calculamos

primero p(x):
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La prueba de este Teorema estd contenida esencialmente en la discusion
que en la Gltima seccién nos condujo a la formula

&onde T l%z)[le‘(s)g(f) és; c}, | o oar(3)

w(z) = expﬁ.f “p() dt. @

Suponiendo que la Ec. (1) tiene yna solucién, la deduccion de la seccién 2.1
muestra que debe ser de la forma; (3). Notese que ya que p es continua dentro
del intervalo a<x < B, se sigue qle u estd definida en este intervalo, y es una
funcién diferenciable diferente de cero. Esto justifica la conversién de la Ec.
(1) a la forma ‘

(@) ='n=)g(). R )

La funcién ug tiene una antiderivada ya que g y g son continuas, y la Ec. (3)
se sigue de la Ec. (5). La suposicion inicial yde que hay al menos una
solucion de la Ec. (1)— puede verificarse’ ahora substituyendo la_expresion
para y en (3).en la ecuacion. dife}enciah‘Finai_méh_te“; 1a condicifin inicial (2)
determina la gonstante ¢ ‘univocathente, completande-por. lo- tz&alapmeba
Ya qué la E¢.(3) contierie: fodag las soluciones: ds 13 Ec. (1),-se-acostumbra
llamar a la E¢. (3) la solucion gerjeral de la Be. (N .o

"Hay varios aspectos sobresalientes del Tebrema aﬁt@;ior"q'yé deben hacerse
notar. En primer lugdr, qe-¢éf- problema dado de valorés iniciales tiene una
solucién, y también que el problema tiene \ing #0Ncion unica. En otras
palabras, el Teorema. asegura tanto la existencia ‘comp la unicidad de la
solucion de los problemas de valores.iniciales (1/)’y7.(2). Ademas, la solucién
y = ¢(x) es una funcién derivable y, én efecto,ya que y = —px)y +gkx), la
derivada »' = ¢'(x) es ‘cohtinua. Finalmente, Ja sofucién satisface la ecuacién
diferencial (1) en todo, ek intervalo a<x <f eh ¢l cual son continuos los
coeficientes p y g. Esto significa que la solugion ho estard definida a lo més en
puntos en los cuales ya sta p 0'g es discontinua. Por lo tanto, se obtiene una
cierta cantidad de informacién cualitativa’acerca’de la solucion simplemente
identificando puntos de discontinuidad‘de p y g. .

Como un ejemplo considérese el'problema' de valores iniciales
oy + 2y =4, ‘ - ®
o y() =2. Q)
Procediendo como en la seccién 2.1 ,;;':§e§cribirnos la Ec. (6) como

g 2
y»'r+;y=4x,>f : S T ()

[ i

y buscamos una solucién en un intervalo que;contenga a x = 1. Ya que los
coeficientes en la Ec. (8) son continuos excepto en x =0, se sigue del
‘Teorema 2.1 que la solucién del problema dado de valores iniciales es vilida al
menos en el intervalo 0<x <eoo, Para encontrar esta solucion calculamos

primero p(x):
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P () = exp‘('f -f-dt): = &1n?
- 'zz. . | A‘ ‘v‘ . . E (9)
Multiplicando la Ec. (8) por u(x) se abtiene _ ‘
aly’ + 2zy = 4%,

6
b ) .“,(Mll;_—.' 4’z,.
Por ‘lo tanto ,
o y;.x'+%:—,, ' B ¢ 1)

o=k

| cm-1

FIGURA 2.2

donde ¢ es arbitrario, es la solucién general de la Ec. (6). Las curvas integrales l
de 1a Ec. (6) para varios valores de ¢ estdn bosquejadas en la figura 2.2. Para
satisfacer la condicion inicial (7) es necesario que ¢ = 1; de aqui que

oo | ,
. A=t (1)
es la solucién del prbblema de valores iniciales (6), .
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.Noétese que la solucién (11) se hace no acotada:cuando x - 0..Esto no es
de sorprender ya que x = 0 es un punto de discontinuidad del coeficiente de y
en la ecuacién diferencial. (8) Sin embargo, si la condxcxén inicial .(7) se
cambia a

S =1, - a2

se sigue entonces de la Ec. (10) que c=0. Por lo tanto la soluc16n del
problema de valores iniciales (6), (12) es : ,

y = 22, . (13)

lo cual es perfectamente decente cuando x —+> 0 Esto ﬁustra ‘que ¢l Teorema
2.1 no asegura que la solucién de un problema de valores iniciales deba
hacerse singular siempre ‘que fas finciones p 'y g se_hagan dJscontmuas més
biefi, establece que Ia solucién no puede hacerse singular en otrps puntos. = -

El comportamiento posible de soluciones de problemas de valores .iniciales
para ecuaciones lineales de primer orden, en la vecinidad de puntos donde Py
& son discontinuos, es mis variada que lo que sugiere la discusién previa. Se
exploran las posibilidades con alguna extensién en los problemas 9 a 12; y
aparece en el capitulo 4 un tratamiento mas detallado de este problema en
conexidn con las ecuaciones lineales de segundo orden. :

Algunas veces, ecuaciones que no son lineales pueden resol;{erse haciendo
primero una’ subst1tuc1on que convierta a la ecuacién dada en una lineal. Un
tipo de ecuacion para la cual esto es posible es la conocida con el nombre de
ecuacion de Bernoulli; ver problemas 15 y 16.

PROBLEMAS

'.A--

En cada uno de los- problemas del 1al 4, encuentrese la sqlucmn general de
!a ecuacion diferencial dada. . .

REpt

1. ¥ + (1/z)y =senz, x>0 »

2. 2% + 3xy = (senz)/z, r <9 v

3. ¥ + (tanz)y = zsen2z, —mf2 <z < =af2
4.2y +2y=¢* 2>0 '

En cada uno de los problemas del 5 al 8, encontrar la solucién del
problema de valores mcmles dado. Indlcar el mtervalo en el cual la soluc16n es
vilida. -

5.2 +2 =2 —z+1, y)=1/2,
6.2y +y=e, y) =1 '
7.y + (cotz)y = 2cscz, y(n2) =1
8. xy' +2y =senz, y(n) =l1jn
Cada una de las ecuaciones de los problemas del 9 al 12, tiene al menos-un

coeficiente ‘discontinuo ‘en x.= 0. Resolver cada ecuaciobn para x>0y
~ describir el comportamiento de la solucién cuando x— 0 para varios valores de
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1a constante: de - integracion.  Bosquejar algunos ‘miembros de “la familia' de

eurvas. mtotmles ~ Lo s
e g E QR = 1 ' 10. ' — (i/a)y ==

' [y — (1) =% 12 y' + (1/z)y = (cos z)z

y' +2y £@), >y(0)v—~0

)= 1, 02 <1,
L% ‘{o,;x>1

Sugerencw Resolver la ecuacmn dlferencxal separadamente para 0<x<1 y
para x > 1. Entonce§ igualar as solucxones a fm 'de’ que y sea continua, en
x = 1. Nétesé que es 1mpo$1ble hacer amYJas Y y contmuas enx=1

Con51dérese la ecuacxon

S At g
A Ry S

e

donda &' y )\ $o1 constantes posrtiVas y b e% clialquler nimero real Determme
el comportamiento de y cmmdoxw—+ oo, 1

*{3.Consitiétese la ecuacion ‘> ) ;
SRR ESTE SAE A e L

L

Ty p@)y = g, |

donde n.es una constante pero no necesariamente entera y p y g son
funciones dadas; esta ecuacibn es conocida como la ecuacion de Benyoulli/,en
honor a Jacobo Bernoulli* (1654-1705). P

a) Resolver lg ecuaciébn de Bernoulli cuando n= 0, 1,
* b)Y Mosttar fue, 'si n# 0; 1; la substitucién v = = pion reduce la ecuacién de
Bernoulli a una ecuacion lmeal Este método de solu016n fue encontrado por
Leibniz (1646-1716) en 1696. : i

*16. Encontrar la solucidn general de - RSN
' xéy' + Ziy — 3 = 0.
Sugerencia: Ver el problema 15.

SRR P o 1o

23 ECUACIONES NO [INEALES

Nos dirigiremos ahora a estudiar ecuaciones diferenciales de la forma
y =19, )

sujetas a la condicion inicial ' :
Y(Zo) = Yo 0 (2
*Jakob Bernoulli (1654-1705) su hermano-Johant. (1667-1748) y el hijo de Johann,
Daniel (1700-1782) fueron solamente; trés: de¢ los miembros de esta familia de prominentes

mat:ﬁtlcos y. cientfficos. Parece que. Jakeb Bernoulli fue-el. primero en usar la palabra
inte;
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La ecuacién diferencial (1) 'y la condicién inicial (2) juntas constitilyen un
problema de valores iniciales: Las cuestiones bdsicas a considerdfse son si
existe una solucién para este problema de valores inicidlés, si tal'solucion es
Ginica, sobre qué intervalo la solucién estd definida, y'como construir una
formula util para la solacion. Todas estas preguntas é’iéron contestadas con
relativa facilidad en las secciones 2.1 y 2.2 para el caso en el cual fa Ec. (1)'¢s
lineal, Pero sf f no es una funcién lineal de la variable dependiénte ¥, entonces
el tratamiento antétior ya no se aplica. En esta séécibn discutirémos de una
manera general algunos lineamientos para los problemas de valores inttiales o
lineales. En particular, notaremos diversas diferencias importantes entre el
problema no lineal (1), (2) y el problema lineal consistente de la.ecuacion
diferencial

¥ + p)y = g) P )]
y la condicién inicial (2). P C e e

La razén por la que las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
son relativamente simples, es que hay una formula que da las soluciones de
tales ecuaciones en todos los casos. En contraste, no hay un método general
correspondiente para resolver écuaciones de. primer orden .no lineales:: De
hecho, la determinacién analitica de la solucién y = ¢(x) de una ecuacién no
lineal es generalmente muy dificil, y a menudo es imposible.

La falta de una férmula general para la solucién de ecuaciones no lineales
tiene al menos dos consecuencias' importantes. En ptimer: lugar, los- métodos
que dan soluciones aproximadas, quizd- numéricas; tienen wmughia - mayor
importancia para las ecuaciones no lineales que para las lineales: El capitule 7
contiene una introduccién a los métodos numéricos. En segundo término, los
problemas que tratan con la existencia y unicidad de las soluciones deberin
tratarse con métodos indirectos, toda vez que la construccion directa de la
solucién, en general no puede hacerse.
 Existencia y Unicidad. El Teorema fundamental de existencia y unigidad,

es analogo al Teorema 2.1 para ecuaciones lineales. Sin embargo, sy demostra-

cién es bastante mis dificil, y se pospong por lo tantq hasta la, sgecion 211,

Teorerna 2.2. Sean las funciones f y 8f/dy continuas en algun rectdngulo

a<x<B, y<y<8 que contenga al punto (%o, yo). Entonces, en algun

intervalo xo — h <x <x¢ +h contenido en a<x <P, hay una solu?cién unica
y = ¢(x) de la ecuacion diferencial (1) Soaman T e T
[’ . . B o . R . ot : !t’
y=fen o oo

que, también satisface la condicion inicial (2) o ‘

v y(z,) = !Iof

. -y
2 o

Las condiciones éstablecidas en el Teorema 2.2 son ‘suficientes para
gatantizar la existencia y la unicidad del problema de valores iniciales (1), (2).
No obstante, atin si f no satisface las hipbtesis del Teorema, es aiin posible
que pueda existir una solucién tnica. Realmente, la conclusion del Teorema
sigue siendo vilida si se reemplaza la hipGtesis acerca de la continuidad de
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3f/dy por. ciertas _ condiciones mas débiles. Ademas, la existencia de una

solucién,_(pero. po_su unicidad), puede establecerse sobre las bases de sola-

r‘nent’e_la'.‘g‘ontim,iidad de f sin ninguna hipotesis adicional. La forma presente
del Teorema, sin embargo, es satisfactoria para muchos propbsitos.

“Puede mostrarse por medio de ejemplos, que algunas condiciones impuestas

sobre”f son esenciales ‘para obtener el resultado establecido por el Teorema.
Por ' ejemplo, el ejemplo siguiente muestra que el problema de valores iniciales

(1), (2), puede tener mas de una solucién si se violan las hip6tesis del Teo-
rema 2.2, .. . N :

Ejemplo 1. Encontrar la solucién de v
y =94, y0)=0 @
para x > 0.

Este problema se resuelve ficilmente por el método de la seccién 2.4,y
puede verificarse que la funcién oo

g =@ =G, 20

1o ¢ . | .
satisface las condiciones de 1a expresion (4). Por otra. parte, la funcion -

y = p(@) =0

es también una solucion del problema de valores iniciales dado. Por lo tanto
este problema no- tiene. una. solucion tnica. Este hecho no contradice al
Teorema, de existencia y unicidad ya que

| .
' . Vo,

__,ayf(x,y) ay(y )=13%y">

[P

y esta funcién no es continua, ni siquiera estd definida, en cualquier punto
donde y = 0. Entonces, el Teorétha no se aplica a ninguna regién qué contiene

cualquier parte del eje x. Si'(xo, Vo) es cualquier punto que no estd sobre el
- eje x, entonces hay una solucion Ginica de la Ec. (4) que pasa a través de (xo,
Yo). A . ._

B

Intervalo de Definicién. Para el problema lineal (2), (3), la solucibn existe
a todo lo largo de cualquier intervalo alrededor de x =Xo en el cual sean
continuas las funciones p y & Por otra parte, para el problema de valores
iniciales no lineal (1), (2), €l intervalo en el que la solucion existe puede ser
dificil de determinar. La solucién y = ¢(x) existe en’ tahto que el punto [x,
#(x)] permanezca dentro de la region en la que se satisface las hipOtesis del .
Teorema; sin embargo, ya que generalmente no se conoce ¢(x), puede ser
imposible localizar el punto [x, ¢(x)] con respecto a.esa region. En cualquier
caso, el intervalo en el cual existe una solucion puede no. estar relacionado
simplemente a la funcién f en la Ec. (1). Esto se ilustra con el ejemplo
siguiente. S .

sp Bahiys s o 5 ST e
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&

Ejemplo 2. Considérese el p_rob‘lema de valores iniciales = "
y =9y, yO@O=L - .0 ()

: : B s R S
- Puederverificarse rapidamente por substitucién directa que . = o
y = Co Cst i (6)

1—=

es la solucion de este problema de valores iniciales. Claramente, la solucion se
hace no acotada cuando x—>1, y por lo tanto es vilida solamente para
— o< x< 1. No obstante, no hay indicacion de-la ecbaci6n diférencial“en si
misma, de que el punto x =1 $ea d¢ alguna manera importante. Més4fin; si'se
reemplaza la condici6n inicial por

¥(0) =2, . ™
se puede veriﬁbar fz’icihnen;;ev,_ otra . vez; que. l,a_ Solu{:ibn 1 de la écu@ciéh
diferencial (5), que satisface la condiciég inicial (7) es ,

= iR
1_2'x L

y . (8)

@ chben et
y que ahora la soluciéon es no acotada cuando x —>4. Esto ilustra otra
caracteristica pertutbadora de los problémas de valores iniciales para ecuacio-
nes no lineales, a saber, que las singularidades de la. solucién pueden
desplazarse dependiendo de la condici6n inicial que se emplee.

*' Solucién General. Otra forma en la que. las gcuaéiones lineales y no
lineales difieren es en conexion con el concepto de una solucién general. Para
una ecuacion lineal de primer orden, es posible obtener una solucion que

_ cqntenga una constante arbitraria, de ‘la"kcu‘a__l;,,tpdz_l_s_/lgs;“soluciones' posibles

pueden obtenerse, especificando valores para, esa po'nstanfe..Este no necesaria-

" mente es el caso para’ las ecuaciones no lineales; aun cuando se pueda
encontrar una solucién que contenga una constante arbitraria, puede haber

. lineales,

ptras soluciones que no puedan ser obtenidas dando valorgs. a esta constante;
En: el problema 6 se da un ejemplo especifico de esta situagion. Por lo tapto,
usaremos el término ‘“solucién general” splo cuando: discutamos: ecuaciones

P rars v
EPN]
o

‘Soluciones Implfcitas. - Mencionaremos de nuevo que para una eeuaeion

lineal de primei orden hay ina formula explicita [Ec. (15)de la séccion’ 2:4]

para la solucién y = ¢(x). En tanto que las antiderivadas nétesarias’ pueden
determinarse, el valor de la solucién en un punto puede encontrarse simple-

% 'mente substituyendo el valor apropiado de x en la férmula. Para una ecuacion

no lineal es bastante raro encontrar una solucién explicita. A menudo lo
mejor que uno puede hacer es eliminar la dérivada que aparece én la Ec. (1)

con lo cual se obtiene, en lugar de la ecuacion diferencial, una ectiacién sin
_ derivadas de la forma

1p[.’t, ¢(x)] =0 (9)
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que se satisface con alguna, quizd con todas, las soluciones y. = ¢(x) de la Ec.
(1). Incluso esto no puede ser llevado a cabo en muchas ocasiones con las
eéuaciones no lineales. Sin embargo, si se puede encontrar una relaciéon como
la Ec. (9), se acostumbra decir que tenemos una formula implicita para las
soluciones de la Ec:{(1). Una ecuacion de la forma (9) se llama también una
integral (o primera integral) de la Ec. (1).

. Por ejemplo, considérese la ecuacibn no lineal simple

RTaTI e gt S : y =—
: VN . i ) Y

Usandp bs‘rxvx‘létodds:(‘ie la ,seccién":;igu'iente nb, es diﬁ’cii mostrar que todas las
soluciongs de la Ec., (10) satisfacen tambiéa la ecuacion algebraica

10

2+ gt = ” an)

donde ¢ es una constante arbitraria. Para verificar esta afirmacién podemos
deriva la Ec: (11)7¢bn respecto a x, obteniendo entonces 2x +2yy' =0 6
y' = —x/y, que es la Ec. (10). La Ec. (11) por lo tanto, es una férmula
implicita para las soluciones de la Ec. (10). Suponiendo que c¢> 0, hay
muchas funciones y = ¢(x) que satésfagen la Ec. (11) para —c <x <c. Algunas
de éstas son ‘

i <z S c o (12)
e . gy }fsgx) T = = a2, 0<z<er ) 4(({;!4)
| l"‘"i't;“:,' uk . ‘ —'\/mv L =Sz —cf2 .
PR -”=¢4(”)= V=@, —er<z<ce2 | “sy

A=Vt —2a?, 2L K

Ver 1 figura 2.3 péth las grificas de‘las funciones dadas por las Ecs.-de 1a (12)
a Ta*(15). Sin émbargo; solo dos de estas funciones- satisfacen la ecuacién
diferencial (10 sobre el‘intervalo completo —c < x < c, éstas son las dadas por
las Ecs. (12) y (13). Si también esté dada una condicién inicial, debemos’
entonees seleccionar entre las .funciones ¢, y ¢, 1a que satisface la condicién
especificada y también seleccionar el valor apropiado de c. Por ejemplo, si la
condjcion iniciates. - ;. o _— SR

H

by

debemos : descartar ¢,, ¥ conservar ¢, eligiendo c';ie tal forma que valga 3.
De aquigue . - . . . L i

y=v9—2, —3<=z<3 an
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FIGURA 2.3

es una solucion del problema de valores iniciales (10) y (16).De acuerdo con
el Teorema 2.2, no hay otra solucién de este problema en el intervalo
—3<x<3.

En el ejemplo anterior se obtuvieron ficilmente las soluciones explicitas
dadas por las Ecs. (12) y (13) porque la relacion implicita (11)fue cuadratica
en y. Sin embargo, aun con muy poca imaginacién ‘se puede ver que una

- relaci6n unphclta (9), suponiendo que pueda encontrarse, serd generalmente

mucho mas complicada que la Ec. (11). Si. tal cosa sucede, probablemente
seria 1mpos1b1e resolverla (anaT‘tlcamente) para y: puede significar una dificul-
tad insuperable atn la determinacion "de, los intervalos en los que existe la
* solugion. Ademas, debe considerarse que puede haber soluciones de la relacién
implicita (9) que no satisfagan la ecuacion diferencial; también, en algunos
casos, la ecuacion diferencial puede tener otras soluciones que no satlsfagan la
relac1on implicita. "

Construccibn Gréfica - de Curvas Integral&s Ya que* no hay forma, en
general, de obtener soluciones analiticas exactas delas ecuaciones diferenciales
no lineales, los métodos que conducen a soluciones aproximaglas o a otra
informacién cualitativa acerca de las soluciones, pueden ser de. gran impor-
tancia, Uno de tales métodos involucra la aproximacién grifica de curvas

"; integrales. En cada punto en el plano xy donde esti definida f(x, y) la
. ecuacion diferencial (1)

y =Sz, y)



4Q ecuaciones diferenciales de primer orden

da un valor para ¥', que puede pensarse como la pendiente de un segmento de
recta g través de ese punto. La totalidad de.tales segmentos de recta forman el
campo de direcciones para la ecuacién diferencial dada. Las.curvas mtegrales
- son curvas que, en cada punto, son tangentes al elemento del campo de
direeciones asociado con ese punto.

La forma general de las curvas integrales puede algunas veces visualizarse
dibujando los elementos del campo de direcciones en un nimero suficiente-
mente grande de puntos. Por ejemplo, considérese

y =4yl —y), (18)

que es un tipo simple pero importante de ecuacién no lineal. La construccion
del campo de direcciones se simplifica mucho si hacemos notar que el
miembro derecho de la Ec. (18) es independiente de x. Por lo tanto, los
elementos del campo de direcciones en todos los puntos sobre cualquier linea
paralela al eje x, Son -también paralelos entre ellos. Ademis, se pueden
_encontrar dos soluciones especiales de la Ec. (18) por inspecci6n, éstas son las
soluciones constantes y =¢,(x)=0 y ¥y = ¢2(x) = 1. Estas solucxones espe-
ciales separan el plano xy en tres zonas, en cada una de las cuales y' es de un
signo. En efécto,

para ¥y<0, ¥ <O0;
para 0<y<l, Y >0
para cy>1,, ¥y <o

Usando esta informacion es relativamente simple construir la figura 2.4, que
representa ¢l campo de direcciones para la Ec. (18).
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De este bosquejo se pueden deducir ciertas propiedadés cualitativas de las
soluciones. En primer lugar, considérese la solucion correspondiente a la
solucion inicial y(xo)=ye¢ con 0<yo<1. Tal solucion tiende a crecer ya
que ¥y’ >0 en la vecindad del punto inicial. Sin embargo, esta solucién no
puede crecer mas alld de y =1 porque, si alcanza y = 1, su pendiente deberia
volverse (y permanecer) cero. De hecho, la solucion dada no puede alcanzar
y =1 para ningin valor finito de x; si lo hiciera, entonces de ese punto como
punto {nicial emanaran dos soluciones, [la solucién en cuestién y la solucién
y = ¢2(x)] en contradiccién al Teorema 2.2. Por lo tanto, una solucién que
principia en el intervalo 0<y <1 se acerca a y = 1" cuarido y = x. Similar-
mente, una solucién que principie por arriba de y = 1 debe decrecer y tender
a y=1 desde arriba cuando X —>eo. Finalmente, una solucién que origi-
nalmente. es negativa tiende a decrecer mads. - o TR ST '

Sucede que la Ec. (18) puede resolverse por el método de la seccidn 2.4 y-
se han graficado unas cuantas soluciones en la figura 2.4. Sin embargo, debe
enfatizarse que el comportamiento cualitativo de las solucionss de la Ec. (18)
~ se determind sin resolver la ecuacion. .

PROBLEMAS

1. Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, establézcase la
region del plano xy donde se.puede garantizar la existencia de una. solucion
Gnica, a través de cualquier punto especificado. Esta. garantia debe, ¢star
determinada por el Teorema de existencia y unicidad. - A s

s . ‘ S ke
- xr -y . . _ 2_1,% ]
@)y T2z + Sy by (1 x 8 e R
0y =2 )y =3 +y? '
1 +9° ‘
In jzy| . 3
I-_—__.——— AR '= xz 234
VY =T aigp Ny =@ +99 k

2. Mostrar que y = ¢(x)= (1 — x2 )1 es una solucion del problém; de
valores iniciales.. . .. oot Cone s ek

y =2y, yO@ =1

g0

¢En cuil intervalo es vélida esta solucion?

3. Mostrar' que y = ¢(x) = [2(x + c)]'1/2, donde: ¢ es una constante arbi-
traria, satisface la ecuacion diferencial .

\

¥ +y =0

Encuéntrese la' solucion que satisface ‘la condicion -inicial y(1) = 2. 1,D6nde es
vélida esta solucion? o . :

TN

4, Verificar que

y=¢() =[1 +§in(l +224
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€s una solucion del problema de-valores inicigles = - - L AR
,’ ‘: »,c-_’v‘ _‘ y,* ‘.1‘"’2 T y(o) : 1 . ey
e oy )’ BT

(Para qué ifttervalo es valida esta solucion? -

s, ‘Ve:rif/ipar"_ii]’fxe L o

g (e = 4a?)Y Y= (2 —4aB)s ., . .

son. soiuéiéhés"dé,lg ecqécic’m di'fer\éhc‘i’é.l‘ C S
‘ L ytE ey o ;

Lfara qué partes del plano xy son validas:estas soluciones? Encuentre la
solucion. particular que. pasa por el punto (0, 4); a través del punto (1, —1).

s

6. a) Verificar ‘que tante y1()=1%x" ¢éomo y2(x)= —x2/4 son’‘solu
diohes del probléma de valores iniciales = : s b

P 4y)%.,,
2 2

¢Dénde son vilidas estas soluciones?

b) Explicar porqué la existencia de dos soluciones del problema dado no
contiddice la unicidad del Teorema 2.2. - ) e

) Mosttat que y = cx +ie? dofidé ¢ es una constante arbitraria, satisface
la: eeuacion diferencial ' de la ‘parte: @), Si ¢='—1'se satisface también ld
condicién inicial y se obtiené la sohicidn’ ¥y =y1{x)."Mostrar que no se puede
elegir ninguna ¢ tal‘que de la segunda solucién y = y, (x).

’

y(2) = ~1.

CU S o : . . ’ A
7. Para cada una‘de las siguientes  ecuaciones diferenciales, construir el
campo de direcciones suficientemente bien como para que se pueda visualizar
el comportamiento general de la familia de curvas integrales ’

a) y' = +y? b)y' =a* —ay +42 — 1
, ry . . ) , 2 —3y
= R cEe . "d =

)y 1 + 22 Yy z+y

En cada uno de los problemas del 8 al 11:
“a) 'Bostjueja ‘el campo de direcciones. IR :

b) Bosqueja varios miembros de la familia de curvas integrales”sin resolver
la ecuacion diferencial. Ca L

¢} Resuelve el problema de valores iniciales dado. .

d) Bosqueja la solucién obtenida en.c) y compérala con la obtenida en b).

- 8, *y":f‘ =l oyld) =2 : 9?/” =z 41; . y0)r=1-

109" +ay =1, y) =0 1Ly ~y=1le  yo=0

12. Para cada una de las siguientes. ecuaciones diferenciales, determina la
trayectoria general de las curvas integrales tomando en consideracion el campo
de. direcciones. Dada y = ¢(x; yo) I3 solucion . correspondiente a la condicion
inicial y(0)=y,. ;Para qué valores de Yo existe el lim ¢(x; yp)? Calcular el,
limite en los casos en que exista. Fm

)y =1 -yQ2 -y

b))y =y(l —y»
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oy = -y +9®

DY =y —oay’;, v>0y >0

| #4  ECUACIONES SEPARABLES B

e

J—

* "“"Es a menudo conveniente escribir la‘ecuacidn

lforms . o |

g Ll . cody o
M@y + NEpE =0
e dx

N

¢ Es siempre posible hacer esto poniendo M(x, y) igual a —f(x, y)yy N(x, y)

; igual a 1, sin embargo-no es ésta la Gnica forma de hacerlo. En el caso de que
+ M sea una funcién sélo de x y N una func1on s6lo de y, la Ec. (2) toma la

forma
M(w) + N(y) = =0. . : (3
Por ejemplo, la ecuacién o
dy_ _J.,_
der 14+ ¥

puede escribirse como - s T
-2 4+ (1 + y“)ég = 0:& i
dx L

Una ecuacion diferencial que puede ponerse en la forma (3) se dice que es
separable; la razén para este nombre es clara si la Ec. (3) se escribe en la
forma diferencial

M) ds = —NW) dy. @)
Supérpgase ahora que H,y. 112 son funciones. qualesqulera tales que . -
. Hiz) = M), Hi)'= N(y), AR

la Ec (3) se transforma eﬁtonces en 1 PR

Hi@) + H,_(y) % 0.,

Si y = ¢(x) es una funcién 'derivable de x, entonces, de acuerdo con la regla
de la cadena

Hé(y)d —"— H2[¢(x)] RN L ,(7)

Consecuentemente si y = ¢(x) es una solucmn de la ecuacion diferencial (3)
entonces la Ec. (6) se transforma en

H(@) + £ Hlg(@) = 0,
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6 » :
L @ + mlg@n =0. ®
Integrando la Ec. (8) se obtiene
Hy(2) + Hy[¢(®)} = ¢, : O
6
H@ +Hy) =¢, . . (10

" donde ¢ es una constante arbitraria, Se ve que la solucién y = &(x) de la
ecuacién diferencial (3) se ha obtenido en forma implicita. Las funciones H,
Y H, son cualesquiera funciones que satisfagan la Ec. (5), esto es, cualesquiera
antiderivadas de M y N respectivamente. En la prictica, la solucién (10) se
obtiene generalmente de la Ec. (4), integrando el miembro izquierdo con
respecto a x y el derecho con respecto a y; la justificacién de este argumento
es la que 'se acaba de dar., - : A
Si, ademis de la. ecuacidn diferencial, se tiene una condicién inicial -

Y(@o) = % an

la solucién particular de la Ec. (3) que satisface esta condicién, se obtiene
poniendo x = xo, y ¥ =y, erla Ec. (10). Esto da I

¢ = Hy() + Hy(yo). (12

Substituyetido este valor para c en la Ec. (10), y notando que

Zy

x ) v
Hi@) — iz = [ MO Hyw) — Hiwo = [vea
. 0 v o
obtenemos- - = . . <o L A
' ' x UXEIN % : o . (U
f M@ dt+ | N@®dt=0. o c(13)
%o o . )
La ecuacién (F3) es una representacién implicita de la solucion deé laecuacion
diferencial (3) que también satisface la condicitn inicial (11). El lector deberd
conservar en mente, que la determinacion de la sohicién en forma explicita, o
aun la determinacion del intervalo preciso en el que existe’ la solucién,
generalmente requiere que la Ec. (13) se resuelva para y como una funcién de
x. Esto puede tener dificultades formidables.

9
f‘

.- Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales
2 4 '
by _wtdztd o= -1 (14)
dz 2(y —1) S ‘ o
La ecuacion diferencial puede escribirse como
2y — ) dy = (322 + 4= + 2) d.

4
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. Integrando el miembro izquierdo con respecto a y y el nuembro derecho
con respecto a X, obtenemos _
Pr—2y=2*4+22+2x + ¢, . (15)

a

donde c es una constante arbitraria. Para determinar la solucién particular que
satisfaga la condicién prescrita inicial substituimos x =0 y y =~—1 ea la Ec.
(15), obteniendo ¢ = 3. De -aqui que la solucién partlcular deseada estd dada
nnphcltamente por ’
y.—2y=z’+2x’.+2x+3.. o f:_} R ()
Para obtener la solucion exphclta debemos resolver la Ec (16) par:; }; en

términos de x. Esta es una cosa s1mp1e en este caso, ya qué 1a- Ec (16) es
- cuadritica en y y obtenemos £ \

y—lzl:s///t\,d-\}f-j/r | S an

Por lo tanto la Ec. (17) nos da dos soluciones para la ecuacién diferencial, sin
embargo, solamente una de ellas satisface la cotidicion inicial dada. Estaes la_

a0

solucién correspondiente al signo menos en la Ec. (17), asi- que ﬁnalmente .

obtenemos

y=¢(x)=l—\/x';[-2x2+2x+4 T

como la solucién del problema de valores iniciales (14). Nétese que siel signo
mis es escogido por equ1vocac1on en la Ec. (17), entoncés obtendiiamos la
solucién de la misma ecuacion diferencial que satisface la condicién inicial
¥(0) = 3. Finalmente, con el objeto_de determinar el intervalo para el cual la
solucién (18) es vilida, debemos encontrar el intervalo para el cual la cantidad
que se encuentra bajo el radical es no negativa. Graficando esta expresién
como una funcién de x, el lector puede mostrar que el intervalo deseado es
x> -2,

En este ejemplo no hubo difi cultad para resolverlo explicitamente para y
como una funcién de x y determinar el intervalo exacto para el cual.la
solucién existe. Sin embargo, esta situacion es exceépcional y frecuentemente
serd necesario dejar la solucién en forma. implicita. Por lo tanto, en los
problemas siguientes y -en 1os.de- las- secciones 2.5 a 2.8, la terminologia
“resolver la siguiente ecuacién diferencial” indica encontrar la solucién
explicita si es conveniente hacerlo asi, de lo contrario encontrar una relacibn
implicita para la solucion.

PROBLEMAS

Resolver ¢ada una de las ecuaaOhes de los problemas 1 al 8. ‘Dar “las
regiones del plano xy para ‘las cuales las condiciones del Teorema fundamental
de existencia y unicidad son satlsfechos )

L dy f A

e 2 Ty
N\
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.4 o . :

iy ) - . : Lt
— 4 yisenz = = 2

3. ; Y 0 1+z +y +xy

4 =
= = —_— = — y)
gt e =U -
7 dy x — e 7. N : dy 5;:_",_%2?;&_;'; Gl
T mEyES o o Sme=fan

Para cada uno de los problemas del 9 al, 14 encontrar la soluc1on del
problema de valores iniciales ‘dado en forma exbhclta, y determinar (al menos
en forma aproxunada) el n}ter\'alo para el cual estd definida.

9. sen2zde +cos 3y dy =0, y(nld) =8
10. zdx + ye“"dy 0, y0) =1

dr ,
11, =" r0) =2

i dy:—":.i‘ 2 ¢ S T R
123;=m "y(,Q)’f_ 2 R

et
st

1. TZ =+, O =1

dy 2z ,
MR Y@ | |
15. Resolver 13 ecuacxbtr TR, e
S ) 2(1 —x’)'/fdy _sen~1xdx
en el mtervalo =-F<x<1,. A
16, Resolver la ecuaclﬁn i
~dy. ax b
o dx Lz +d’ :
L C . ]
dondea bg.cydson consumtgs O U i
17. l}g?\s’qlverlgygécuaclbn [EACEEETREE RIS SR CL e
T Ay ey ke TRECER
- arz = "oy +d’ hob

R O . A A 4t

~donde a, b, ¢ y-d:son constantes,: -

*18. Demostrar que la ecuacidn

dr =z -y t.ope

no es-separable, perg, si la variable y es reemplazada por una nueva variable v
definida por v = x/y, entonces la ecuacnon,‘es separable’ en x Yy Encontrar la
soluci6n de la ecuacién dada usando es}a técn;

*19. a) Resolver el problema de valores mlcxales y = ey y(O) Yo, donde €
es una constante positiva. Mostrar que la solucién y=¢(x) tlenp el ‘siguiente
‘comportamiento al limite cuando x — oo ,
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Siyo>0, lim ¢(x)= @; b e e
x>

siyg = 0, lim¢(x) = 0
>0

Siyo < 0’: R llm ¢(x) —r‘co_‘ s i - \ ot e

[ fad - 4]
t

b) Supongase ahora que la ecuacion d1ferencxal es cambiada, por la adlmbﬁ
del término — gy? donde 0 es un nﬁmero posmvo (pequeno) Resolver el
problema de valores iniciales . .- .: L L P 1 N EUTELN £

L N LS S

y =y = ay, ¥(0) = y,,

Mostrar que y = ¢(x) ahora tiene- el s1gulente comportarmento cuando X > oo

N i
si Yo >° 11m¢(x) = -
- gl s
siyo =0, lim ¢(x)
. ., ¥o® TP AU ¢

Mostrar que si yo < O entonces ¢(x) se hace no acotado cuando x se aproxima
a cierto valor finito dependiente de yo. La ecuadidn no lineal'de la péfté'b) es
importante en muchas aplicaciones; ver la seccion 2.9 para algunos ejemplos.
Ver también el problema 12 d) de la seccion 2.3.

2.5 ECUACIONES EXACTAS

Considérese primero la ecuacion_

gy =c oo (D)
donde ¢ es una constante Supomendo que ia Ec (l) deﬁne a y unpﬁcxta-

mente . como una fmmén derivablg. de x, podernos qenvar ala Ec.. (l) con
respecto a x y obtener* ;

Bwod e

vz, ¥) + w.,(x y)y =0. i .;.,(2)
La Ec. (2) es la ecuacion ‘diferencial cuya solucién esti defihida por la Eos (1)
[nversamente, sup6ngase que la ecuacién diferencial R R
M(z,y) + Nz, y)y" =0 3

estd dada. Si existe una funcion ¥ tal.que . - oo .
vz, 9) = M@,9), 99 =NGzy), @

y tal que Y(x, y)=c defina unpllcxtamente ay= q)(x) como una, funcn(')n
denvable de x, entonces '

M(z, §) + Nz, 9y = vl 9) + wia, o |
——{wtx P7C) | S

EN

*Los subfndnces denotan denvadas parclales con respectd a la vanable mdxcada por el
subindice.
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Como resultado la Ec. (3) se transforma, en

d ;
— {yfx,- =0, .
. {f[ #(=)]} (6)
En este caso, se dice que la Ec. (3) es una ecuacion diferencial exacta. La
solucién de la Ec. (3) o la equivalente Ec. (6), estd dada implicitamente por la
Ec. 1, s

donde ¢ es una constante arbitraria, En la prictica la ecuacién diferencial 3)
es frecuentemente escrita en la forma diferencial simétrica .

M(z, ) dx + N(z, y) dy = 0. )

Ejemplo L Resolver la ecuaciéﬁ diferencial

2y + 3282 9 _ .
. dx )
Por inspeccién puede verse que el miembro izquierdo es la derivada de
xzya“:t;», R . ! g
Por g tanto la ecuacién dada puede reescribirse como

d_ .3

— (x =0
dx( ¥)

y la solucién ests dada implicitamente por

2}y = ¢,

En este ejemplo simple fue fécil ver que la ecuacién diferencial era exacta
y, de hecho, se pudo ficilmente encontrar su solucién reconociendo que el
miembro izquiefdo, era la derivada de ¥2y3 Para ecuaciones mis complicadas
puede no ser posible hacer ésto. Un procedimiento sistemdtico para determinar
si una ecuacion diferencial dada es exacta estd proporciofiado por el signiente
Teorema. fe T v C

Teorema 2.3; . :Sean las funciones M, N, M, y N, continuas en la region
rectangular® R: a <x <@,y <y:& 6.. Entonces la Ee. (3), ... ; _

. . M(x’ y)+ N(x9 y)y’ =0,
es una ecuacion diferencial exacta en R si y solo si
| M@y =Ny @®
‘en qa'da punto de R. Esto es, existe una funcién que satisface las Ecs. (4),
Vol@s¥) = M@,9), 9, 9) = Nz, y),
siysolosiMy N satisfacen la Ec. (8). '

* No es esencial que la regién R sea rectangular, sino sdlo que sea simplemente conexa.
Hablando en términos generales, una regién simplemente conexa es aquella que no tiene

agujeros; esto es, que estd limitada por una curva cerrada simple.
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La demostracién de este Teorema es en dos partes.. Primero mostraremos
que si hay una funcién Y tal que la Ec. (4) es ciérta,’ efitonces se concluye
que se satisface la Ec. (8). Calculando M,y N de la Ec (4) se obtlene

oo M i y) = %.,(x y), m(w ¥ = vul, y) . ®
La contmmdad de Yxy y nlvyx garantlza su’ 1gualdad *y emonces se sigue la
:Ec. (8).
: Mostratemos ahora que siMy N satlsface la Ec (8) entonces la Ec: (‘3) es
exacta, La demostracién mvolucra la construccnén de una funcién ¢ que
satisfaga las Ecs. (4). T

Y2, y) = Mz, y), | (9 = N(z. )

Integrando la primera de las Ecs. (4) con respecto a x, manteniendo a y
constante, se obtlene

\.'

9z g) = f M) dt+ hG). vai e G9)

La funcién / es una funcion arbitraria de ¥, que juega el papel de la constante
arbitraria, Debemos ahora mostrar que siempre es.posible elegir 2(y) tal que
¥y =N. De la Ec. (10)

Tovpery

a x
W o) = f M(t, y) dt + h(y)
= f M,(t, 9) dt + h'(3).
Poniendo ¢, = N y resolviendo para h'(») resulta
() = NGz, 9) — f M1, 3) d. )

Para determinar h(y) de la Ec. (11) es esencial que, independientemente de su
apariencia, el miembro derecho de la Ec. (l11) sea::sélo funcién -de y:-Para
establecer este. hecho podemos dxferenclar la cantldad en cuestmn con réspectb
a x, obteniendo B =

N(z, y) M, (x ),
que de acuerdo con la Ec. (8) se anula Entonces, a pesar de su forma
aparente, el miembro derecho de la Ec. (11) no depende realmente -de x, y
una sola integracién da entonces h(y). Substltuyendo h(y) en la Ec (10)
obtenemos como la solucién de las Ecs. (4)

* Se requlere ‘la hipdtesis de continuidad, ya que de otra manera \px Y Yyx N0 serian
iguales siempre. Las excepcxones son func1ones bastante pecuhares sin embargo y llegan a
encontrarse rara vez.
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e v(xy) =rM(t ¥ di +r [N(x,s) ——f "M, s) dt] ds. f(_g)

Deberia notarse que esta prueba' contiene un método para el célculo de
 (x, ¥) que sirve para resolver la ecuacion diferencial’ original (3). Sin
embargo, generalmente es mejor hacer todo este proceso cada vez que se
necesita, mas..bien. que tratar de-recordar el resultado dado en la Ec. (12).
Noétese también que la solucién se obtiene en forma implicita. Como- en.la
seccion. previa, puede, o puede no, ser posible:encontrar la-solucion explicita.

Sl Lt AT RTINS T SORU L N & [ IR T S S LI

[

Ejemplo 2. Resolver
(y'cos = + 22e") + (senz + 2% + 2)y’ = 0. (13)
Es:claro que i e d 1o ‘ ’
M, (x,y) = cos z + 2xe¥ = N,(z, Y),
y T4 ecuacion dada es exacta. Por 16 tanto hay una ¥(x, y) tal que
) yo(2, y) =ycosx + 2xe?,
| e & ) =genz 4 e’ A+ 2. .
Integrando la primera de estas ecuaciones se tiene "
y(z,y) = ysenz + i + h(y). (14)
Poniendo ¥ = N obtenemos
v, (2, y) = senz + a%e* + K (y) = senz + 2% + 2.
De aqui que o ; .
Ky =2,
h(y) = 2.
La- constante . de illtégxacién pﬁedé omitirse ya .que cualquier solucién de la
ecuacidn diferencial previa serd -suficiente; esto’es, no ‘requerimos  fa mis
general. Substituyendo h(p) en la Ec. (14) se tiene ce
v(z,y) = ysenz + 2% + 2y;
por lo tanto la solucién de la ecuacién original estd dada implicitamente por

L @

¥

R ysenx + 2% + 2y =_b. .

:‘E'jemplo 3. Resolver . ,
(32 + 22y) + (= + ')y = 0. (16)
© Aquf I R
- My(z,y) =2z, Ny(z,y)=1;
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ya que M, no esigual a N, la-ecuacion dada no es exacta. Para ver que no
puede resolverse por:el prooedxrmento antes. descrito, vamos a. suponer que hay
una funcion { tal que

v Va2, y) =32 £ 22y, pzyy=aHyt T 17)
Integrando la primera de las Ecs. (l7»)' se tiene .
(@, y) = 2 + 2% + h(y), (18)

donde h es una funcibn arbitraria que depende solamente de 2 Y- Para tratar de
satisfacer la segunda de las Ecs. (17) cafculamos \l/y de“faBe. (18) ¥ la
ponemos 1gual an, obtemendo

G nren ' JRR

e %(2 y)ﬁ*w’+h(‘y)—x+y’ -

K@) =24y -2 (19)

Ya que el mlembro derecho de la Ec (193 depende tanto de x omo de y,es
imposible resolver la Ec. (19) para h(y). De aqui que no haya V(x, ¥) que
satisfaga las dos ecuaciones {17). .

B

PROBLEMAS ' TR weT s
IRt A ERVSC A BV R : RS
Determine cudndo, o cuﬁndo no, las ecuacmnes de 1os probxemas dél 1 al
12 son exactas si lo son encuéntrese la sofucxon R
1. (2w+3)+(2y—2)y 0 | 2 (r+4y)+ @z — 2w ~0
3.9 +y —1)— @y —2)y' =0 . 4@ +2y) + (2% + 22y =0
5‘2; ax+by ’ SREE 6 Q_ i‘tax ‘7*‘b¥ < k oy O
' dw N bx + cy 3;','.;d:t — . bx —ch Y g e
7. (e®*seny — 2ysenx)d:c + (e”cosy +Zcosx)dy =0

2

. (¢seny + 3y)dx — (Sz - e”seny)dy 0
(ye"' cos 2x - 2e“’sén2&c + 2x) da: + (xe" cos 2% 3’)dy o

o

10. ( +6m)dx+(ldz—2)dy 0, '§i>0‘ ’

1. (zIny +xy)dz+(ylnx +xy)dy_. i z>0, y>0
adr »,3 ydye : S . R . iy
e e R G e

13. Encuentre el valor de, b para el cual las s1gu1entes ecuamqnes son
exactas, y hecho esto résuélvaiise para este vaJo; de b.

‘@) @ + baty)de 4 (@ +y)tdy =0
b) (ye* + 2)dr + bwe*Vdy =0
14. Considérese la ec;'lgicién di'fgrenciél exacta

- M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

12.

Ptk
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Encuéntrese una formula implicita Y(x, y)= ¢ para la solucién anilogsa a la
Ec. €12) indegrando primero la ecuacibn tl/y N, en lugae de ¢’x = M, como
en el texto.

15. Muéstrese que cualquier eguaciéq que es separable, esto es, de la forma
M(z) + Ny’ =0,

Vo

es también exacta.

26 FACTORES INTEGRANTES

Mostraremos ahora cémo se pueden extender los métodos de la seccion 2.5
a una clase mas extensa de problemas. Considérese upa ecuacion de la forma

Mz, y) dx + N(x, Y) dy = 0. ¢y

Si esta ecuacién no: es ya exacta, trataremos de elegir upa funci6n K que
puede depender tanto de X como de V. tal que la ecuacx()n

w(M dx + Ndy) = M (2)

sea exacta. La funcion p es llamada un factor integrante. La Ec. (2) puede
resolverse entonges por los métodos de la secciébn 2.5, y sus soluciones
satisfardn la ecuacién original (1). Este enfoque es una extension del método
-desarrollado en la seccidn.2.1 para ecuaciones lineales.

Con el objeto de investigar la posibilidad de Hevar a cabo este procedi-
mlento recordamos de la seccxén 2.5 que la Ec (2) es exacta si y sélo si

M), = (uN),. L

Ya que M y N son funclones dadas, el factor de integtacién u debe’ satlsfacer
la ecuacién diferencial parc1a1 de pnmer orden

My, — Ny + (M, — Ny = 0. @

Si una funcion p qQue satlsface la Ec. (4) se puedg encontrar, entonces la Ec.
(2) serd exacta. La soluciéon de la Ec. (2) puede entonces obtenerse por el
método de la seccién 2.5 y estard dada implicitamente por . - H.

w(x y)—c /

Esta relacion define también la solucién de la Ec (1) debldo a que ¢l factor
integrante u puede ser cancelado en todos los tégminos deJa.Ec. (2).

Una ecuacién diferencial parcial de la forma (4) puede tener més de una
soluci6n; en ‘este caso, cualquiera de las solucmnes puede ser psada como un
factor integrante de la Ec. (1). La pos1ble no umc:dad del’ actor integrante
estd ilustrada en el ejemplo 3.

Por desgracia, la Ec. (4), que determina el factor. integrante, es ordinaria-
mente al menos, tan dificil de resolver como la ecuacion original (1). Por lo
tanto, aun cuando en principio los “factores integrantes son una herramienta
poderosa para resolver ecuaciones diferenciales, en la prictica pueden encon-
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trarse usualmente s6lo. en casos especiales. Algunos: de. esos casos .son
mostrados en los siguientes ejemplos, y en los problemas 10 y 11 al final de la
seccién. ‘ L o .

Ejemplo 1. Verificar que u(x, y) = (x¥*)"! es un factor integrante de la
ecuacioén diferencial . : E : biee s
@ +amde—2ty=0,

y después encontrar su solucion.
~ Como M(x, y)=y?+xy, y Mx, y)=-x2, se sigue que M, (x,
Y)=2y+x,y Ny(x, )= —2x; por lo tanto la ecuacién dada no es exacts..

Para mostrar que p(x, ) = (xy2)~! es un factor integrante para esta ecuacion,
es suficiente multiplicar la Ec. (5) por H(x, y), y asi obtener -
1
(':+-1-) dx—%dy=0;
v r Yyl y ; ;
Esta Gltima ecuacién es fAicil verificar que es exacta. Se encuentra, por el
método de la seccion 2.5, que sy solucion estd dada implicitamente por -

izl +2=c;  zx0, yxo. ©)

{

b
Noétese que. 3,=0 es también una solucién, aunque no estd dada por la-Ecx

(6). o

L [ RS v

Ejemplo 2. Las dos situaciones mas importantes en que pueden encon-
trarse factores integrantes simples ocurren cuando u es funcién de solamente
una de las variables x, y, y ne-de ambas. Vamos a determinar la$ condicidfps
necesarias sobre M y N tales que Mdx + N dy = 0 tiene un factor integrante u
que depende solo de x. ~ ° R B
* Suponiendo que u sokimente es funcién de’x, tenefnos "' ’

ki

, A
(uM), = uM,, ,,(ﬂM)ﬁ= uN, + Nd—‘;- e

Por lo tanto, si (uM), es igual a (uN),, és necesario que

du_ M,— N,
et ey, 7
L= N / M

Si (M, — N,)/N es una funcién solamente de gé, entonces hay un fagtor
integrante u que también depende sélo de x; ademds, u(x) puede encontrarse
resolviendo la ecuacién lineal de primer- orden (7). ‘ »

Ejemplo 3. Encontrar un factor integrante para la ecuacién

Gay + )+ + )W =g, " ®
y resolver entonces la ecuacién., T .
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‘vAl calcular la cantidad (M, — N,.)/N encontramos que

¥

N(z;7) 2t + 2y

o ] | >.
Por lo tanto, de acuerdo con el ejemplo 2, hay un factor intégrante u que es
una funcion solo de x, y satisface la‘ecuacién diferencial

A

|
2

glE

i
f . e ’
De aqui que . . . - oy
o e M= S ”
Multiplicando la Ec. 8) pbr este factor )inteiféntev se obtiene
2 P - s, e " dy
32’y + zy’) + (= +xy)d—=0, (10

] x

i iy - .

que es una ecuacion ‘exacta. Su solucién se encuentra ficilmente por el
método de la secciébn 2.5 dada implicitamente por

Sy 4 jr=c (1)

E} lector puede.verificar también, como en el ejemplo 1, que ¢l segundo Tactor
integrante. de la Ec. (8) estdé dado por u(x, y)=1/xy(2x +y), y que se
obtiene la misma solucién, aunque. con. mucha mayor dificultad, si se usa ese
factor integrante (ver problema 12). :

PROBLEMAS
" e Dol R i ' ;

Mostrar que las ecuaciones de los problemas 1 a 3 no son exactas, pero que
se pueden transformar en exactas multiplicando por el factor integrante dado.
Resolver las ecuaciones

seny ' P [cosy + 2e%cosx
2. (-—y———?.e““sen:c) dx»-w( Y ” )dy=0; uz,y) =ye

3. ydz + 2 — ye¥)dy =0; ux,y) =y

En cada uno de los problemas del 4 al 9 encontrar un factor integrantc,' y
resolver entonces la ecuacion datla SRR

&Oﬁ+m+@a+w+w@-o"
Sy eyt

6. dz + (Z—j —seny)‘dy -0

7. ydz + Quy.— e ™dy = o
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8. e*dz + (¢coty +2ycscy)dy =0

6 a2 y
9. 13z 4+ - dx+ —+3'dy=0 .
AR Py e \ Yy : P Bk : ,r_'.ft- s 3 Lo

10. Mrbstrar‘dﬁe si (Nx M )/M Q, donde,. Q oy qqlo fupéxoa de y,‘.‘i
entonces la ecuacion diferencial .

i } M;/¥\Wy'=0

tiene un factor integrante de la forma

) = efo Q(t) dt

*11. Mostrar que si (Ny — M,, )/(;M yN) R donde ) depende solamente
de la cantidad xy, entonces la ecuacwn dlferencml

1. o S0 mm
CMEM=0 T

tiene un factor integrante de la forma u(xy). Encontras - uma formul& general
para este factor integrante.

e BN & A S R A
Goy +9) + @ +mm/ 0, o g el

usando el factor mtegrante ) o o I
we ) = e+l

*12 Resolver la ecuac‘on dlferencml

Vetafxcar .que la solucion. es la misma que la ob;en;da Qt) el ejempia 3 m un
factor integrante diferente. C i el o

it i i : N

2.7 ECUACIONES HOMOGENEAS

e e v

Los dos tipos principales de ecuaciones no lineales de primer orden que
pueden resolverse por procesos directos de integracién, son aquellos en los que
las variables se separan, y en los que las ecuaciones son exactas. La seccién 2.6
teata del uso de faclores integrantes’ pata resolver ciertos tipos de écuacithibs
reduciéndolas 'a ecuaciones exactas. Esta sécci6n- thdumra otra téchica, fa’
del cambio de variables, que ‘puede usatse algunas veces' para Simplifickt" ik’
ecuacién diferencial y, por lo tanto, hacer posible su solucibn (o mds
conveniente). Generalmente hablando, fa substitucién apropiada tendrd que ser
sugerida por la aparicion repetida de alguna combmac:én de varlables o alguna
otra pecuhandad en la estructura de la ecuagién, -, . .. o, ! SEICTR

La clase mas importante de ecuaciones para la que puede establecerse una
regla definida es la clase de las ecuaciones ‘diferenciales homogéneas * Una
ecuaclén de la forma

4.

Nl ITE T RN g

e Sohung g
* La palabra homogénea se usa en mis de una forma en el estlidw de cg!ncimm
diferenciales, El lector debe estar alerta paxa dutinguu las diferencm cuando 6stas se
encuentren. A EL R
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dy 1., .
o, )
T f(=, )

se dice que es homogénea siempre que la funcién f 1o depénda de x y y
separadamente, sino solamente de sus razones y/x o x/y. Por lo tanto, las
ecuaciones hothiogéneas son de la forma =~ - '

dy =‘F(1/.) L v (1:)

dx z/

Considérense los ejemplos siguientes: .
. [T

5
)+23;

& x.

2
a) dy Y+ 22y (y
Sdx o ox® i\

- dy 2ty 1 14
by 2 =Ihnhz—lhy+—"=Iln—4 ———
dz Cz=y Cylz 1=
1 BT I FIRSEPITE B f N L e
g Yy 2y

dx x?

Por lo tanto a) y b) son homogéneas, ya que el miembro derecho de cada una
de ellas puede ser expresado como una funciép de y/x; como ¢) no puede
escribirse asi, no es homogénea. Usualmente es facil decir si una ecuacion dada
es homogénea o no; para ecuaciones complicadas el “criterio’ dadd en el
problema 15 puede ser atil. C. 7

La forma de una ecuacién homogénea sugiere que puede simplificarse
introduciendo una nueva varight,* la ‘cual denotatemos por v, para representar
la razén de y a x. Por lo tanto :

X £
Yy = av,

- @)

'y la Ec. (1) se transforma en o
wow s gy )
vt dx L AT 1 :

L

Viendd, a',v cqn;éil»a nuevavanable de‘pendiexfte. (reemplézaﬁddé}),. debemos
considerar a ¥ como una funcion de x, y reemplazar a dy/dx en la Ec. (3) por
uxla,expggsiﬁn apropiada en términos de v. Derivando la Ec. (2) obtenemos.

S A 51=x£+v,w 3 : ')6 S e
y de aqui la Ec. (3) se transforma-en - ‘ ’(}{6'\5 ‘
T s ye=Fe o o L @
. dex ~ ;

El hecho mas significativo con respecto a la Ec. (4) es qué las variables x y v
siempre pueden ser separadas, independientemente, de la forma de la funcién
Fyenefecto, o s ’ o .

* Leibnitz en 1691 fue el primero en usar esta técnica.
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Lo coocde o dv e ‘aj
= ®)
x Flv)y—v

Resolviendo la Ec. (5) y después reemplazando v por y/x obtenemos la

solucién de la ecuacién original,

De este modo cualquier ecuacién homogénea piiede ‘transformarse en'una’
cuyas variables son separables usando.la substitucion (2). Desde un punto de
vista practico, por supuesto, puede:serposible o no la evaluacién de la mtegral
requerida para la solucion de la Ec. (5) por métodos elementales. Mds aiin,
una ecuacién homogénea podria pertenecer también a una clase de ecuaciones
ya discutidas; podria ser exacta-o lineal, por eJemplo En tales casos se pueden
escoger métodos para encontrar su soluclon ; s

S,

E]‘emplo. Resolver la ecuacién diferencial

dy _ v+ 22y ;‘ ©
dz z* AR T 1
Escribiendo esta ecuacién como

@ : { PRTES SRR

dx z

mostramos que es hbmogenea Las variables no pueden ser S‘eparadas ni es
exacta, ni tiene un factor mtegrante obvio. Esto nos conduce a la substitucién
(2), que transforma a la ecuacioén dada en R £

K . Z@+v)= 02+20_ " A
- dx .,
De aqui que \.‘ /
dv ‘
— =
dx '+ e
0, separando las variables, e RCE .
dl’ T dv
x v(v + 1)

) L R ITIE I Y
Desarrollando el miembro derecho en fracclones parciales tenemos -

x v v+1

Integrando ambos miembros llegamos a

In |z| + Inic| = In. lvl n Jo + 1),

donde c..es. upa constante arb:trana De aqui, combmando los- logaritmOs y
tomando la exponencial en ambos rmembros obtenemos - ‘

cE-= — .
v 4.1
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Finalmente, substituyendo v en términos de . tenemos 1a solucién de la Ec.
(6) en 1a forma )

W+l y+=z
Resolviendo para y obtenemos - "~ . -~ .
S o ca?

ol —cx

R

. Algunas veces es Gtil transformar ambas variables; la: dependiente v la-
independiente. Por ejemplo, en los problemas 9, 10, 11 y 14 un::;cambio en
ambas variables se requiere para hacer a la ecuacion homogénea, después de lo
cual, un cambio mas de la variable dependiente nos conduce a la solucion del
problema.

PROBLEMAS

Mostrar que las ecuaciones de los problemas del 1 al 8 son homogéneas, y
encontrar sus soluciones. R T

dy z+vy
LRSI w0
R L L &P

" dx x2 “dx T 2zy

‘de 4y — 3z - . 6‘-12‘ 4 + 3y

‘dx 22—y A EY ;
dy = +3y . .
7'25=w—‘y ,'8.(xff3zy+y)dx—-xdyv=0

*9. 2) Encontrar la solucion de la ecuacion

dy 2y —«x

2 -y’

b) Encontrar la solucién de la ecuacibn
dy 2y—z+S5
dz 2 —y-+4’
Sugerencia': Con el objeto de reducir la ecuacién de la parte b) a la de la parte
a), considérese una substitucién preliminar de la forma 2o o
o zmX—h,. y=Y -k

Escbjanse ias constantes 4 y k de:tal manera gue la eouacidn sed homogénea
en las variables X y Y. ; v a0 S ‘

*10. Resolver ¢_{_y = 4z +3y +15

== m . Ver la Sugerencia del problema 9b.
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‘_{q . &z #3:‘/ - 5

*11. Resolver ]
x -y -1

Ver Ia Sugerencia del problema 95,

oot

12. Encontrar » solucion de la ecuacibn ‘
(3xy + y’)dx + (x’ +ay)dy = 0

y compirese con la solucxon obtenida per otros métodes. en ol e;emplo 3.yel
problema 12 de la seccién 2.6,

*13. Mostrar que si o @
M(z,y)dz + N(z, y) dy=0 T
. S e PN
es una ecuacién homogénea, entonces tienea ' ) T )
| I - LN R L
z)
s ) = xM(x. y) + yN(z,y)
como un factor integrante. . . e T

*14, a) Probar que la ecuacibn ( _
s ' \“,‘ N . s wpow

dy axr+by+m
Al A ‘
dr  cx +dy+n’ v o

donde a, b, ¢, d, m y n son constantes, siempre podemos reducirla a una
ecuacion homogéneav conuna transformaclbn apropiadd de la forma

z = X h, y=Y - kR v
en tanto que ad — bc# 0. T
b) ‘Encontrar una . transformacion que rzeduzca :la seouacion dada:en otra
cuyas variables sean separables cuando ad — bc = 0. Encontrar la solucxbn para
este caso.

*15. Mostrar que la ecuacidn y = flx, ), es homonénea 8 ﬂx, y) es ta.lque
[z, 12) -=f(l 1,

donde t es un pardmetro real. Use este hecho para detcrmmm' si cada una de

las ecuaciones siguientes es homagénea. BEEREE _
B + oy + 4 +y
’
a)ygw b)ya-ln:c-—lnyrl-x
2 43 4yt
x4+ 2y

2.8 PROBLEMAS DIVERSOS '
Esta seccién consiste de una lista de 32 problemas qﬁz pueden resolverse

por Jos métodos de las secciones amteriores.-Estén presentados de ial forma

que el lector pueda tener alguna prictica en 1dentiﬁw el método o métodos

aplicables a la ecuacion dada.

LW @ —2y

pr x

o 2. (a:+y)dz-—(z-y)dy-0
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dy 22 +y

Y E T TR MO0 4G +edy —dz =0
dy 20y + 92 + 1 Ly e «
i L ERg t=l—y, v =0
day x . = ;dyu senx

T ETEm TS

dy 2wy +1
Cdx 2?42y

10. (3y* + 2zy) do — 22y +z=)dy =0

e Indicacion:. Seaw = a2 _ §. e + 2y = e y(2) =1

9.

1. @ +9)do+ (& +e)dy =0 |

dy 1 VLR A :
12.‘—1;+y—-1—+;5 13 xdy—ydz=(xy) dx
14. (= +y)dx+(x+2y)dy—0 (2)—3

15. (e”+l)—=y—ye“

dy ?’ +y2 *1,'_ 'r ‘ i '— (’I ¥ dy )
e T R C -

18. Qv + 30)dr = —xdy

19. xdy - ydm lfv’y’ dy, gl = -12) - R
S0, yf = ety b Ny =y 4 ozt
S
e = - = . . 4 4 — yleln: — . !
Zz.dx y2+1; “yfl) =1 23 xy dy — Yy 0

24. 2seny cos z dz + cos ysenécdy =0

. y_r-i-y’ x + w——2+y2_ﬁ dy =0

4 - . 2 - , )
26. 2y + de +(’f - ”)'a_i, —0
27. (cos 2y — senx)dz = 3'tan vsen2y dy = 0
5 ¥ 322 ~2y — g W _ 2w+ N
Cdz T 20 4 3mf & =
dy_ &
0. Z = T ¥(©) —‘,l ) B
31 (”“Hwhwdsﬂz’y zﬁ)duaw e h
S gy I T
32. y— Ak’ y(l) = -2 e

dz 223 + 3y’
. oL ‘»‘ ot
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4 9 APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DE .PRIMER ORDEN

Las ecuaciones dlferenclales son de mteres a aquellm que no son mate-
.mniticos; principalmente por la posibilidad de usarlas: para: investigar una amplia
:wvariedad de . procesos en.las ciencias fisicas, biologicas y :sociales. Hay tres
pasos identificables en este proceso, que s1empre se pmsentan sin- nnportm: el
campo especifico de aplicacion: - ! T
. En primer lugar, es: preciso - trasladar la s:tuacmry flsnca a tenmnos
:mateméticos. Este se ‘hace generalmente ‘haciendo:suposiciones sobre:.los
fenémengs observados, de tal manera que estas suposiciones sean-consisteites
con e} mundo fisico real. .Por ejemplo, se ha observado :que -los: materiales
: radiactivos decaen.a una velocidad ‘proporcional  a ‘1 cantidad de..materia
- presents; que €ekicalor. pasa de un -cuerpo caliente a otro menos caliente.a una
-welocidad proporcional a la diferencia de temperatum,:que.los :objetos se
mueven de acuerdo con las leyes de movimiento de Newtdn, y: que las
:comunidades aisladas -de insectos ‘¢recen a una velocidad proporcional a la
.poblacién actual. Cada una de: estas- afirmaciones’ invelucra un grado: de
cambio (derivada) y consecuentemente, cuando s¢ expresan: matematicamente,
toman la forma de una ecuacién diferencial.
Esiiimportante darse cuenta de .que las: ecuaciones mateméttoas son casi
* siempre s6lo una descripcion aproximada de los procesos reales, ya que estin
basadas en observaciones.-que son; 4 su vez, aprox#maciones a la realidad. Por
ejemplo, los cuerpos que se mueven a velocidadés comparables a:1a velocidad
de la luz, no estin gobernados por:las leyes de Newton, las comunidades de
insectos no crecen indefinidamente (como ' podria pensarse al ‘resolver.la
ecuacion diferencial correspondiente), debido a las limitaciones eventuales de
alimento, y la transferencia de calor esti afectada por otros factores ademas
de-la diferencia de temperatura, M4s atn, ¢} proceso-de formular un problema
fisico rmatemiticamente, involucra a menudo el reemplazamiento conceptual
de wn. proceso discreto: por uno continuo. .Por: ejempléd; el nimeroc de
. miembros en-una comunidad' de insectos cambia jpor cartidades discretas; sin
- embargo, si la poblacién es grande, parece :razohable considerarla como una
variable .continua y hasta hablar de su detivadai Alternativamente, se puede
adoptar el punto de ‘vista de que las ecuaciones: matemiticas - describen
exactamente la operacion de un modelo simplificado,: que: 'ha sido .construido
(o concebido de) tal que represente las caracteristicas mds sobresahentes del
proceso real.
En cada caso, una vez que se ha formulado el problema matemiticamente,
_frecuentemente se encara uno con el problema de resolver una o mis
ecuaciones diferenciales o, si esto noes posible, de averiguar tanto como sea
posible acerca de las propledades de la solucién. Puede suceder que este
problema matemaitico sea bastante dificil y que, si asi sucedé, mis aproxuna
ciones sean indicadas en esta etapa para hacer mas tratable el problema
matemitico. Por ejemplo, una ecuacién no lineal puede aproximarse con una
lineal, o una funcién que varfa lentamente puede substituirse por su 'valor
promedio. Naturalmente, tales aproximaciones - deberin ser examinidas
también desde el punto de vista fisico, para asegurarse de que el problema
matemadtico simplificado atin refleja las caracteristicas principales del proceso
fisico que se estd investigando. Al mismo tiempo, un conocimiento intimo de
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la fisica “del: probletna puedd &ugérir aproximactionds. matematicas: razonables,
que hagan mis susceptible al andlisis el problema matematico. El juego entre
ek rentendimiento -del. fendmeno- fisico y el conocimiento de. las técnicas
‘matemiticas y .sus limitaciones, es caracteristico de las matematicas aplicadas,
y. es indispensable para tener £xitaen la construccién de modelos mateméticos
para procesos fisicos: complicados. = .+ D R N 7
Finalmente, habiendo obtenido la solucion (o al menos algina informacion
-acerca de ella), :ésts deberd interpretarse en :términos del -contexto en. que
' surgié’ el problema: En particular, uno: siempre debe verificar si la solucion
. matemitica:es fisicaménte. plausible: Esto requiere, como primer requisito, que
la solucion exista, que sedUmica,”y que dependa .continuamente de.los datos
‘del problema. Esta titima consideracidn es importante porque fos coeficientes
.en la ecuacion -diferencial y. lis condiciones iniciales, se obtienen a menudo
como-;resultado de 1a. medida de alguna.cantidad fisica;;y por lo tanto son
susceptibles-de pequefios erroses. Si estos-pequefios errores: conducen a grandes
(0. discontinyos) cambios; en: la solucién: del problema matematico: correspen-
dienite; que nose observan.-fisicamente; "entonces:-debe - reexaminarse -la
relevancia con ' que el modelo mateméatico representa al sistema fisico que se
trata de describir. Por supuesto, el hecho de: que una:solucién matematica
_parezca razonable no-es suficiente garantia de:que sea correcta. Sin embargo,
. 8i-hay serias iiconsistencias con- las; observaciones cuidadosas que se hagan del
- sistéma. fisicb, esto sugiere-queha habido errores.al resolver el problema
" matematico; a-que el modelo:matemitico en si, es demasiado burdo. .
Los ejemplos que:siguen em esta seccién. 'y en la siguiente, son tipicos de fas
- aplicaciones que se pueden. encontrar con respecto’a las ecuaciones: diferen-
.iciales de primer arden, - Coano e N T e

Ny

o P . IR S IEE
. +Ejemplo 1 (Decaimiento Radiactivg). ' S¢ sabe que un cierto material ra-
diactivo decae a una- velocidad - proporcional :a la-cantidad de .material
presente; Un bloque de este:material tiene originalmente una masa de Qo
gramos. Al .ser’ observado .después de: 24 horas, ha experimentado -una
reduccién ‘de. masa - del- 10%. Encuéntrese una. expresion para ‘Ia masa. del
cuerpo a un tiempo cualquieta. Descibrase también.el intervalo.de tiempo queé
debe transcurrir para que.el bloque decaiga a la mitad de su masa originit:: -

© :SeaQ(t) la masa del material al tiempo ¢. Ya que: la velocidad de cambio
- de @ es proporcional a @ misma; tenemos ° . L Lo

IFS SN 3 L c (\Qf(t) = kQ(t)’ N (l)
donde k es Un' factor de proporcionalidad constante. La"ecuacién (1) puede
resolverse. yd' sea como una écuacién lineal o por separacion de variables, y su

 soluci6n general es o ’ ‘ ’

Lo

Ty

Q@) = cé. T S )|
. [ TR . : [T T .

. Si el origen de la escala del tiempo s¢.elige como el instante en el que la masa
“del material es Qo, entonces la condicion inicial es Q(0)= Qo Wor lo tanto ¢
.gs igual a Oy, y la ecuacién (2) se transforma en .

O(f) = Qe*t. ¢!
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Si se«comoce-k; entonces la Ee. (3) da una formmutapara la masd'Q presetite a
éualquier tiempo. Si-no-se conotk:k por anticipado, se'necesita entbnces una
segunda observacion para: determmarh E‘n el prdblemk dado Q(24) es igual a
9Qo/10 Deat;uf que ¢ T in Tt et e

AR ‘::;‘” ,’z.

ﬁQ.==QoeW‘, L W P00
yooo G RROILEL Y e s -'ux‘ ERE IR A
= —g; In (10/9) =~ —0.00439 B C.))

Usando este valor de k en la Ec.-(3) se obtiene la expresx&n ‘deséada para Q(1).
El periodo de tiempo durante el cual se reduce la fiiasa 4 Ta mitad de su
valor original es conocido como Ia- vida medid del material. Si ¢, es el tiempo

al cual Q(t) es 1gudl 4 Qo/2, entorites, de Ia Ec (3) s
. O gpn
’ 2
6 L o
i RN 1 st e,
“11 =-— ’:ln 2’ (5)

La Ec. (5) es la relacién entge }a vida medlq deL matem.l (cualquiera que
éste sea), y el grado o velocidad de decaimiento, para cualquier material que
obedezca la ecuacion diferencial (1). Usando el valor de k dado por la Ec. (4)
encontramos que ‘ .

v . (6)
7o ;fs‘j A
T LT TR (34

v E]emplo 2 (Int¢rés Comyuesto) Supéngue queumm ac:antio:lad de dinero

So se invierte ‘de tal::forma que .dé un interéside: 4: por ciento ‘trimestrdl. El

- valor de la inversion S(f) a.cualquier tiempo puede calcularsé algebraicameiite

o.por. referencia a las tablas de interés compuestd. Sin embargo, ‘vamokba

aproximiarnds -a la situacion real com un modelo matemitico, peraiel’tial

vamos a suponer que el interés se acumula .continuamente. ‘Aungue €€ta

suposncnon parece bastante exagerada, nos pernute escribir la ley de creci-

Tiento de la inversién como uia ecuacion diferehcial, esto es

SN = 0.0‘43(r).

LA

La solucién de la ecuacién diferencial -(7), que. satisface también la condicion
inicial 5(0) = Sy, es e

S(1), = See™ . ®

En la tabla 2.1 enlistamos los valores de S()/S, como dados por la Ec. (8)
para diferentes valores de ¢. Los valores exactos de'S(7)/S, para un Hiterés
compuesto del 4% trimestral se dan tamblén con el objeto de establecer una
comparacion.
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. . Para.valores relativamente pequefios. de 7 el- modelo matemético continuo
.da resultados bastantes cercanos a los reales. Sin- embargo; si el periodo. de
tiempo se mide en siglos, el efecto piramidal del interés compuesto continuo,
causa eventualmente serias discrepancias. Este ejemplo ilustra el-hecho de que
se necesita tener cuidado para determinar el rango dentro del cual son vilidas
las suposiciones simplificadas. Itistra® también, no obstante, que en intervalos
limitados se pueden hacer a veces suposiciones drdsticas, sin afectar seriamente
1a exactitud de los resultades..

.

TABLA 2.1. .. .
- SOISe - SIS : R
Afios Exacto de la Bc. (8)  Error (Porcentaje),
2 1.0829 , 10833 0.04
5 12202 1.2214 0.1
10 1.4889 1.4918 0.2
20 2.2168 2.2255 0.4
40 49142 49530 08 |
80 24.149 24.533 1.5
200 2866 2981 40
. 400" §,214,000 8,886,000 - ' 82

sul et e

Ejemplo 3 (Mezclado). Considérese un tanque que contiene, al tiempo
t=0, Qo libras de sal djsueltas en 100 gal. de agua. Supongase que agua con
"una dilucién de 1/4 de libra por cada galdn entra al tanque a una velocidad de
tres galones por minuto, y que después de que la solucién en el tanque ha
sido agitada muy bien, sale dél tanque @ la misma velocidad. Encontrar una

* expresion‘pdra la cantidad de sal ((f) en el tanque al tiempo £. o 0

- La velocidad de cambio de sal en el tanque al tiempo ¢, Q'(f), deberd ser
igual a'la. velocidad con l& que la sal.entra al.tanque menos-la velocidad a la
. que -sgle. .La . velocidad -a:;la que -entra es 1/4 1b/gal muitiplicado por: 3
gal/minuto, La velocidad a la cual la sal sale es (Q(£)/100) Ib/gal multiplicado
_por 3 galyminuto. De-aquicque . . - .o P

oW =t-0) . . O

es la ecuacion diferencial que gobierna el proceso. La ecuacién (9) es lineal y
su solucion es '

Q@) = 25 + ce >, : (10)
donde ¢ es arbitrario. La condici6n inicial '
00)=0, (1)

_ reqt;iene que c sea igual'a Qo — 25, y de aqui que

0(t) = 25(1 — €% + Qe (12)
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- El, segundo término del miembro derecho de la Ec. (12) representa la porcion

-original de sal que permanece én ¢l tanque al tiempo ¢. Este término se hace
mas y mis pequefio con el transcurso del tiempo cuando la solucién original
es desaguada ‘del tanque.-El primer término -del miembro derectio de la Ee.
(12) da la cantidad de sal en el tanque al tiempo r -durante la -accién del
proceso de flujo. Cuando ¢ se hace grande este término se aproxima al valor
constante 25 (libras). Es también claro fisicamente que éste deberd ser el valor
limite de Q cuando la.solucién original en el tanque se reemplaza mis y mds
completamente por la entrada de agua con Una concentraciéon de 1/4 1b/gal.

Ejemplo -4_(Epidemias). Se ha, desarrollado una, teoria matemitica de las
epidlemias a3, lo- largo;;de las, lineas . siguientes. Supdngase. que hay una
comunidad de n miembzos que contiene p; individuos infectados y ¢ no
infectados pero suseeptibles de infectarse, donde p 1 ¢.= n. Alternativamentg,
sea x la proporcién de ‘miembros epfermosy y la de.sanos. Entonces x = p/n,
y=g/ny x+y=1. Si n es giande;ses, Tazonable ’ﬁéﬁgﬁ'fﬁ“m‘ como
variables continuas; entonces.Ja;yelogidad:a 13- que se.esparce ) d. es
«dx/dt, Suponiendo .que. la egfermedad se. .esparce. por contacto. entre los

idividuos enfermos y;sanos de.la comunidad, entonges dx/dt es.proporcional
al nimero de contactos, Si los, miembros de ambos grupos se mueyen
libremente entre ellos, el nimero de contactos. se’ vuelve proporcional al
producto de x y y. Por lo tanto llegamos ala ecuacion diferencial

e g o
_ dz _ 4
a P

dz
— = fx(l — ), 13
it )

donde f'es un factor de pfbporcionalidad;»pAositiyo.’ La condicién uuc1al es <t

o m@) e, . e ()

donde xg es la densidad delo&mdmduosmfectados at=0, _
La Ec..(13) es separable, y puede.escsibirse como , N

dz o . ' bl
—— = fdt, ¥ N 4
) =9, | V4 ; N
0, usando un desarrollo en fracciones parciales, en la forma v +\>’\/ x
O I R e S R HE TOR T A T ey
‘(.—+« Naz=pd. 7\‘
% l—x) It ¥ o AN
\Vr

De aqui que

4

. 1
Inz — In(l = ) =pt + C; \‘:(\ U )\/r

potese que x y .l —x son intrinsecamente positivas de=»§a1_ft'gmmao ge
necesitan poner valores absolutos. De la Ec. (15). se, sigue ‘que,

—————— @ E i ’e A
Ln ks 1’@& s _')f_::.e &
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X - 8 &

T e, O 'f
» .““"3 - Xo)
j s S .
donde ¢i= e" La. condlcxon nucml reqmere que c |==xo/(1 - xo) Usagdo este
vulor de ¢ en la.E¢.{16) y resolviendn. para xg obten;emos R
: ot A oot el MEOLTanYL 7 Lo 3 RN
e , ; ux._«_- 34 -M}; Bty % B (17)
- ’ BERE #o“-!}- toeA fﬂo + (I — Sc”o)e““ B

RFIURLIG T B

A

g (Iié")

lé-aé

Si xg > 0, entonce§ x =1 cuag_go t-+ oo §in consxderar el valor real de Xo. Por
. lo -tanto, no importa cudn p ueﬁo sea el numero inicial de individuos
contagmdos 1a epidentia’sé-espatéiria finalmente a toda la-poblicion.

~El modeld' materfiéfito que'sé acabia d¢ déscifbir eitd claramente fuerade le
walidad enalgunbs aspectos. Por Ejetplo, si la epidérnia es bastante’ s,
Geurre - ihrédiatamente” iina Cusirentend - pdrcial yu due stodos los individuos
enfermos ‘se’ réstringen ‘el sus “actividadési- Las autoridades sanitarias pueden
imponer ‘ademds otta cuarenténa- de’ ‘afcances mayores, para restringir la
posbitidad ‘de contagio-entré’ fos! ifidividuos enfermos-y: fos "sanos. Finalthente,
muchds enfermedades Son contagiosas s8lo- por un perfodo cotto de- tiempo,
ienttas que‘en el modelo aquf usado s¢ supdne qide’10s iidividuos enfermos
permanecen ‘a8i'indefinidameénte. Todos estos fagtorés tienden a hacer que la
disethitacibn’ de la ‘enférmedad’ sea reﬂmeﬂt& Ieﬂta en: comparacién ton’ la
predicha por el thodeto matemétito. "+

"Ejemplo 5 (Trayectorias Oﬂogomles) " Consiucrese una familia de paré
bolas definidas por

ooyt (18)

donde. k es;una constante arbitearia, §i k> 0, las pgribolas se abren hacia
artiba, y si k<O se abren hacia abajo, como los muestran las curvas dibujadas
en 1a figura 2.5. Ericuéntrese la familiade curvas que intersecta a la familia
dada de parébolas ortogonalmente en cada punto.

El primer paso conhsiste etf dbtener uny' e%ptésxéh bm 14 ‘pendiente “en wn
punto dado (x, ¥) de la parkbola 4ilé pasa’s ttavés dé'ess punte. Derivando la
Ec. (18) encontramos que

“-'1=2kx ” o (19)

i ‘ ~.‘ L dx IR Y R S G e .
una °XPN316n que depende tanto de k como de x y y. Sin embargo se puede

concluir de la Ec. (18) que k es igual a y[xz, y subsntuyendo para k en la Ec,
{19) se tiene que

¥ R ( Jz}ms# T

Bl supurindior (1) sitve meramente’ pasd’ idefitifidar que ésas soh las pendientes
de la primera famiNa d¢ cuvas. La‘ famikia de \cdrvas ortogonal deseada, se
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._:m[ AR A

acteriza por el hecl}g‘de que sys pendientes, denotadgs por (dy/dx)(z) son
;eclprocos negatlvos, de las dadas. por la },‘;c (2 ) Emgnm S

v ous 1

R i""fw(diz) . Y SRt asw ( )

e

wi

e

R R e o S

k-0125

Al EERPLE

: b SRR eIt
@ \*-sl-mas‘

m'

EH

dongie ces una constantg arbmana (nqk ncgtha).{)g:ﬁgaj famha de curvas' o5 2™
milia de elipses indicada por lag, FUIVas 3 trazq continwo de la figura 2.5, «r-,
familigs, ,dg,gcurvas& que son, mytuamente ortggonales; . se. dice. que son.
traycctonas ortogonales unas a otras. Tales familias de trayectorias oftogonalas
% encuentran. en varj xamas de la fns:ca, Por emplo, en. el campo
Slestrostitico las lmeas 'de’ fuqrza y,jas de. ,pctenc copstante i(eqiu;‘poten-
ciales) son ortogonales unas a otras en todas partes ’

PROBLEMAS

f 1 ‘Supbhigase quq una suma de dmeré esﬁ qolocada aun. mterés up se

acumula continuhmente. Si la cantidad original es Sy, jcudndo el capital
alcanzard la suma § = 2§, si el grado de interés anual es 3%? , 4%? , 5%?

-~
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#+ 2. Un ciérto hémbre tiene una fortuna que -auihenta a una velocidad
proporcional al cuadrado dé su riqueza présente. Si‘tenfa un millén ‘de pesos
hace un afo, y ahora tiene dos millones, ;cuidnto tendrid dentro de seis
meses? ;dentro de dos afios? L.

3. Se sabe que un cierto “material radiactivo decae a una velocidad
proporcional a su cantidad de material presente. Un bloque de ese material
tiene originalmente una masa de 100 grs, y, cuando se le observa después de
20 afios, su masa ha disminuido a 80 grs. Encuentre una expresion para la
masa del material como funcién del tiempo. Encuentre también la vida media
del material. -

4. Un cierto’ material radiactivo- tiene una vida media de dos horas.
Encuentre el intervalo de tiempo ;tequierido para que una cantidad dada de
este material decaiga hasta. uﬂ“rdéciigli"o’_ -de su masa original. 7

obedece la ley del decaimiento-radiactivo: .
Lol e
. . ’ fdt‘ = kQ’ : . '_\" . N
donde Q(t) denota 1a cantidad de carbén 14 presente al tiempo 7.
@) Determine k si la vida media del carbono 14 es'de 5 568 afios,
b) Si Qo representa la cantidad de carberiq 14 ‘presente al tlempo #=0. -
Encuentre una expresién para Q vomo funcion:del tiempo, - .
¢) En afios recientes ée ha~hecho pdsible hacer ‘medidas que conducen a
conocer -la-srazdon Q(t)/Q¢ ~rp;'itraf algunos ‘réstos de-inaderas y plantas que
contienen cantidades residuales de carbono 14; Los .resultados de a) y b)
pueden usarse entonces para determinar ¢l tiempe-pasado desde la muerte de
esos restos; esto,es, el periodo ‘durante el cual ha'tenido lugar el decaimiento.
Encuéntrese una expresion para ¢ en términos de Q, Q¢ y k. Encuéntrese el
intervalo desde que principio. el decaimiento si el valor actual de Q/Q¢ es
0.20. Esta técnica de obtener datos provenientes del radiocarbono es de gran
valor para los arquedlogos. El método estd limitado, sin embargo, a periodos
de 30000 aflos o menos, ya que para periodos méas largos la cantidad de
carbono 14 presente es tan pequefia qile: nd puede determinarse con exactitud.

5. Un isdtopo radiactivo del . carbono, .contt;éidf)\ como carbono 14,

6. Supongase que la poblacion de la Tierra cambia a una velocidad
proporcional, a la poblacion a@;%al, (Una hipétesis mas_exacta respecto de la
1éy de crecimiento de la poblacion’ se considera en el problema 7.) Supongase
ademés que al tiempo t=0 (1650.d.C.), la poblacién de la Tierra era 250
millones (2.5 X 10%); al tiempo t= 300 ‘(1950 d.C,) su poblacion fue 2.5
billones’ (2.5 X 10%). Encuéntrese tnd expresion ‘qﬁg dé la poblacion de la
Tierra como’ fancién del tiempo. Suponiendo que “a‘ mayor poblacién ‘que
puede:soportar-ia Tierra es de 25 billones (2.5 X'10¥); ;cuindé se alcanzard
ese lifl’u“? ' RS R e e : STV B S A R
"7, Exf una ciérta comunidad aislada, p(r) la velogidad de creCimiento de la
poblaciéh dp/dt es tina funcién de la poblacién p; de aqui que ;

dp _
2 = f(p).

a) La expresion mas simple para f(p) es f(p)=€p, donde € es una
constante positiva. Encontrar plt) en este caso si p(0)=pq. (Cuil es el
lim p(#)? C ' s ' o :

{—=

&
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«- ) Una suposicibn. mejor en muchas Situaciones : es.:: qQue f{p) = €p — kp? -
. donde. € .y k son-ambas constantes positivas. El.término—kp?  puede
necesitarse, por ejemplo, si condiciones multitudinarias para grandes valores de
p ‘dan como resultado Un aumento et €] grado de muertes V. ypa disminucion
bh et 'ritmo’ dé nacimientos. Si p(0) es'igudl a po, enconttar una 'exbresiép para
fa poblacidn tomo funcién del tiethpo. Encontrar el ‘limite " de 1a poblacidn
tnarido #:> oo, Comparar estos resultados con los de la parte, a)Notese que,
#n'si k €s rhuy’pequefla, la naturaleza’ de la Q'soiﬁéibi} ‘Fambia_radi almente
(para p grande) tan pronto chbis;g introduce él,gérmigp{,c':juagrﬁlti,qq, de’ f(p).
8. Se sabe de observaciones experimentales que, con una exactitud
satisfactoria en muchas circunstancias, la temperatura. superficial de un objeto
cambia a una velocidad proporcionl a la diferencia entre la temperatura del
objeto y la de sus alrededores (la femperatura ambiente). Esto se canoce
algunas veces como la ley de enfriamiento de Néwton. Entondes, 8i'uls) ¥s fa-
temperatura del objeto a! tiempo 1, y wuo ‘es la'temperatura ‘ambjente
constante, tenemos la relacién © ET R W B R L

du . A R

‘—l; = k(u - uo), l

" donde k es un factor de proporcionalidad constante, » ’ “,

». @) Encontrar la solucién que satisface la condicion ipitial 4(0)=uy,
¢ b) Suponer que la temperitura ‘de una taza de'café es'de 200°F cuando se
acaba de servir. Un minuto después-se hd enfriado a '190°F en un cuarto que
estd a 70°F. ;Qué tan ‘grande debe sér el ;pe"rkg,%id’.iqug debe "transcurri
{suponiendo ‘que sé apli¢a la ley de ‘enfriamientd de“'ﬁéWtOn)‘aﬂtes de qder,g
café alcance una temperatura de 150°F? o o

9. Suponer que una gota de lluvia esférica se evapora a una velocidad
proporcional a su 4rea superficial. Si originalmente el radio es de 3 mm, y una
hora después s¢ ha reducido a 2 mm, encontrar una gxpresion para.el radio de
la gota como funcidon del tiempo. ’ ’ .

R . P N N . . o, L, o Y 4 T B -

0. Considérese un t;al'l'qu,e‘ usado én cjiertqs, experimentos- de hidrodins-
mica. Después de un experimento el tanque contiepe 200 1 de wna solucién. de
tintura con . una concentracidon de 1 gr/l. Para preparar. el . exverimento
siguiente el tanque se limpia con agua fresca que fluye .al tangue a.razén. de 2
Ymin, y la solucidbn bien agitada sale del fanque con da..misma. razén,
Encontrar el tiempo que pasa antes de que la concentracion de,Ja- tintura en el
tanque alcance 1% de su valor origipal. . . o o0

@D, Un tanque contiene originalmente 100 galohes de agua fresca. Se vierte
entences agua ‘que contiene media libra' de 'sal por-galon- dentrd’ del tafijile‘a
una; velocidad de 2. galones/minuto, 'y se permite’ que salga’ld me#cla con’ fa
misma rapidez. Después de diez minutos sé parael proeeso 'y se vierte agia
fresca dentro del tanque a la velocidad de 2 gal/min, dejando saljf también la .
mezcla a la misma velocidad. Encontrar la cantidad.de 's:f:n el tanque.al fipal

x . . . R 1

de los 20 minutos. e ety PP

iZ)Unv tanque con. capacidad de 500 galones 'contiene ‘originalmente 260
galones de agua con 100 libras’de sal en solucidn. Se introduce dehtro’del
tanque agua que contiene una-libra de sal por gulén;:a la velocidad: de-3
gal/min, y se: permite que la mezcla fluya:Hacia afuiera-del:tanque a-iina
velocidad de 2 gal/min. Encuéntrese la cantidad de- sal en ¢l- tanque-'pard
cualquier tiempo (en libras por galén), anterior-al instante cuando la soéfucién
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psincipia a ex¢eder la.capacidad del tanque Compiérese esta conoentrﬂc&*on con
el limite -tebrico-de- la concentrambn si el tanque tuviese capac1dad inflmta

* 13,"Una’ reaccidn qulmxéa e segundo oxde;n involucra 1a mterachxén
(cohsibn) de tina ‘mélécula de una substancia P con. otra de una substancia Q
para producu ‘uha molécula de” ,ufia nueva substancm X, P+ Q\—»X es la
hotacion” usuai Supémgase que Py 4. 'sonlas concentracmnes iniciales de las
substajicias P y g respéc tn?amente, y sea x(¢) la, concentracién de X al tiempo
t; Entonces’ p= x(t) Y. ¢’ = %(f) son las concentraciones de Py Q al tiempo ¢,
y ‘la velocidatl'a 1a’ qué ocitre la réaccibn esté descnta por la ecuac1bn

IR AN VL IERN PR CR T N ERY O AP ¥ s . -
(RO -‘;dﬂ’ R A i T
SRR hq‘)(P :u)(q _x) ©ob RS
TRk L L R b
_d?mﬂe s una const?n“te in*vac e

@) §j.x(0) = 0, encontrar x(r).
b) Si las’ substancxas Py (Qson las mlsmas entonqes

§= Ap —

Si x(0) = 0 encontrar x(t)
P AP

14, Supongase que_en una merta reaccmn quumca una substancxa P se
transforma .¢n. una X, Sea p la_concentracion inicial,.de 2. y. x() la
concentracmn de p.¢ al ixerqpo £ Entpm:es P — x{t)esla concentracmn de Pa
N Supbngase ademas que la, J;eaccmp es autocatalitlca .esto, es, que'la reaccion
Se esfirhula “por. la misma subs‘tancla que se produce Por lo tanto dx/dt es
proporcwna.laxyap—xy : L

S o ;'Iﬁ = az‘P "!'x), ;
donde @ ‘es‘ina constante poditivi. Si x(0)= xo, encontrar x(t)’

15. Supbéngase que un cuarto que contiene ongmalmente 1200 pies de
aire,” esth Woré, origindlmente) ‘e monéxido de carbofio. Si se principia a
fuma‘.r un elgarrillo al tiém’po =0, ‘el humo del* chal contlene 4% de
mondxido de tatbono, y eWé humo ‘se intrdduce dentro del cuarto con un
gasto ‘de 0:1 - pie® /min’" v 4l mismo’ tiempo se perimite que la meézcla de humo
y aife sé’Bscape del cuarto'a-1a misma velocidad. <

a) Eﬁcdént:ée tna exptedton ‘para l1a’ concentracion x(¢) del monoxuio de
carbono en el cuarto para cualquier tiemp6:#> 0.

+8) §i un .ger humano. se: expone. asla ac¢idn -del monodxido de carbono
dsqe.};o en;. el aire. ep una;psoporcién de 0.00012; puede resultar seriamente
afectado. Epselicaso que hemos.peesentado, ccuinto tlempo t debe transcumr
para que se alcance esta conceptracion? .

S T C’onkldérese un ’lago dd volumen Cohstante V que contxene al tiempo ¢
\ifiat cantiddd’ O(r) dé” agente cottaminador, homogéneamente distribuido en
todo el lago con una concentracién c(t) donde c(f) = Q(t)/V Supongase que
agua que.contiepe una-concentraciGn:k de contaminante entra.al lago a una
velocidad r, y que sale agua del lage a:la misma velocidad. Supongase que los
contarnmantes se agregan direetamente al’'lago a una welocidad copstante:P.
Natese que. las suposiciones.hechas" desprecian un ntmero. de factores: que
pueden, en algunos' casos, ser importantes; por ejempio, el agua agregada o
perdida por precipitacion, absorcién, .y, evaporacion; el efecto estratificador de
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las - diferencias. de temperatura en:.un lago.profundo; la: temdencia de las
Iirregularidades . de;da. arilla:del lago @ producir bahids-protegidas; y el hecho de
-que los contaminantes no se depositan homogéneamente en todo el lago, sino
que (bien generalmente) se depositan en puntos aislados alrededor de su
perimetro. Los resultados mostrados de inmediato dotrfih sxsminarse torfidn-
do en cuenta que se han despreciado factores como éstos.
a) Si al tiempo t=20 Ja concentrac:bn de csmtammante Go, encontrar
' tnd expresibn para td concéntfatién ¢(r) para aﬂhref”tiemp’o t, ‘Q‘A qué
~ Eofrcentracién 1imite-se tiehdé: cltandio + oot © - s L s
UBY Siose términala: intfoduelicl e contamm&tés U Mgl (ke Y
P = 0 para £> 0), detetiniinese’ elsintdrvalo de tiealpoT-qus deberdtranscupdy
antes de quela concenfradion 'dcnontaImnantes ‘se.reduzda a) 50% »de sufuldm
original; al 10% de sw;valor ériginal.-~ <y o - oumiios shaw b 1 DD
. ¢) La tabla 2.2 contiene datost para algunos de los Grandes Lagos Usando
bstos datos determinese de la parte’d) el tiempo T necesario para reducu la
contammacmn de cada uno de estos lagos al 10% de su valor ongmal

sl L S L:.“;,.

i TABLA 22800 S
" Lago V(km’ X 10—') r(km®/afio)

Superior * i 122 G 65.2

‘Michigan 49 158

Erie 046 . - 175 e st ieeesd
Ontarlo Toela l.\6 ‘3‘ %'5,11209 ~>‘-°‘: ,1;.. L
b s AFRTSRAN A t1 R YU SUN VAR PR R ST o1
! : b "'\. A B e T AL

w "En ‘cada’ usio. de los casds sigbientes encueﬂtrd I famillia-de trayectorias
drtogonales de ta familia dada de ourvss,: »Bosqubjb tantods:tamilin dada ‘conio

Smtnyectonas ortogpna.les, Belinc il erteal g e s oy no o
8 FEER T AN TR * TANME Y (B8N Ly i
L9 W=C e b) w’+y =cx T

c) xﬂ_xy+y2=c2 ‘ d)2¢:y+x’-c’ Cep e
R RV RN IR C TS SRRt [NV [ .s_:zf.»ra

448 $i- doﬁ lineas rectas en el plano:xy,- qne’ﬁﬁem pendiente mi ‘»i&
respectivamente, se. mtasecun en:n ingulo é;. mom que I PR
S RRDE BT S 3 RN O S TR AT

(tan 0O + mlm,) = m, m1

Usando este hecho, encuéntrese la famlha de curvas que intersectan cada una
- de tas familias siguientes .en.um.. &:gulo de 45" Drhﬁjem on cada caso atnbas
familias de curvas. . . . ST i»dq’ul‘
a)m_.Zy.,c‘ O T ST b)lm’-{-\yﬂh‘ﬂ 'U, R
™19, Edcuéntrense todas Ias’ curvas planas tales quela linea taﬁgente eri éﬁda
punto (x y) pase a tm)és Gel ‘punto* ﬁJo (@, b).

~ \
20 La lmea normal a una curva dada ex; cadg puntp (x, y) sobrz;la cuwa
pasa a través del punto (2, 0). Si la curva contiene al punto (2, 3) encuéntresq
su ecuaclbn

. ot
“.';,7’3;' LERURNY RPN S 1

1. },‘Zm problema estd hgsado en el articulo de R.H. Rainey, -"Natural Displacement ‘of
Pollugion from the Great Lakes,” Science, 1955.61967) pp. 1242:1243;k mformicténde
la tabla fue tomada de esa fuente.
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“.';,7’3;' LERURNY RPN S 1
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21. Encuéntrense todas-las curvas planas para las que el eje. y b:seca h
parte de la tangente que-esti.entre el punto &e tangencm y: el eje X

R IR T TR RS . 5

210 MECANICAELEMENTAL . o h
N oot RPN A S w0y . - s

‘ Algunas de. las mas’ !mportantes aphcaclon9s de las ecuac;ones dxferepclales
de’ prisher orden se- enchentran én. ¢l campo, de 1a. mecan;ca elemental. En qsta
sgceidn - consideraremos. 3lgunos- problemas que invplucran el movimiento: de
eperpos.:rigidos a lo: Jargo desuna linea recta., Supondremos que talgs querpos
obedecen las'leyes de:mhovimiento. de Newton:(1642-1727): el producto de la
masa y la aceleracion es zguaI a Ia fuerza externa:: Ems{mbolos bat

[ 5 F AT ST R O P i ol .‘
Cdott o DRI vF—‘ma’ S RO e A1)
. AT b R T I
donde F es la fuerza externa mla masa del cuerpo y aes su aceleracmn en la
direccion de F. Si la masa del cuerpo es constante, entonces la Ec. (1) puede
escribirse en la forma.- . .
TS I RTY [T P i

d dpr
- F=%(mp) =%, - @
el dt . dat CUE ‘ )

4

donde v representa la velocidad, y P my su nnpulso hneal
Hay dos sistemas de unidades. de uso comun.* En el métrico, o sistema cgs,
las unidades bdsicas son los centimetros (longitud), gramos (masa) y segundos
(tiempo). La unidad -de fuerza, Ja dina,.estd definida por la Ec..(1)-como la
fuerza requesida para.producir. pna;aceleracion ds- 1 em/seg?-a una masa de 1
g. Por otra parte, en el sistema inglés las unidades bdsicas son pies (longitudy;
libras (fuerza), y segundos (nempo) La unidad de masa, el slug, se define a
través de la Ec. (1) como la masa a la dual una fuerza de l libra produce una
aceleracion de 1 piefseg®. . - . '
.Consideremos ahora un cuerpo que cae libremente en el vacio desde un
punto lo suficientemente. cercago a la superficie de la Tierra,de tal.forma que
la tGnica fuerza significativa: que actia sobre. el. cuerpo.es la del campo
gravntacxonal de la Tierra. La Ec. (1) toma entonces la forma
= ot )
Tow= mg, ' 3
donde w es. eh»peso del- cuerpo yg denota la: aaelemclon deblda a la gravedad
Aun pensando que la masa del cuerpo permanece constante, su-peso'y la
aceleracién gravitacional cambian con la distancia que haya desde ¢l centro del
€ampo grayx;aplonal de la Tiegra. Al nivel del mar; el valor de g. ha sido
determinado” expenmentalmente como de_ 32, pnes]s (snstema mglés), o 980
cmfs® (sistena métrico). Se acostumbra denotar por g la aceleracion gravita-
cional’ al‘mvel del ‘mar; por 10 tanto g‘ s una constante En esta mtehiencia la
E¢’ (3) e§’exacta s6lo'al nivel del mar.

* E1 sistema inglés es de uso.comiin $6le en los pafses de habla:inglesa e, inclusive en éstos
;sté .siendo desplazada por €l sistema métrico que es, mcuestionnblomente més racional; (N
el T.)
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La expresion general para el pese de un cuerpo de masa m se obtiene de la-
ley de los inversos cuadrados de Newton, sobre la atraccion gravitacional. Si R
es el radio de la Tierra, y x es la altura sobre el nivel del mar, entonces

W) = ed* + R)* ’

donde K es una constante. A x-.O tmvel del mar), w=mg; por lo tanto
K=mgR2 y
" mgR®

Desarrollando (x + R)™2 en una série de Taylor alrededor de x = Q se obtiene
que

w(x)—mg(l—Z +- ) | (5

,.; . e,:, H
Se sigue entonces que si los témunos de orden de magmtud de x/R pueden
despreciarse en .comparacion. con la, unidad, entonces la. Ec. 6 (4). puede
_ reemplazarse por la aproximacion mas simple, Ec: (3) En;onces para. movi-
mientos en la vecindad dg.la superfigie de la Tmn;a‘3 0,5i no.se requiere mucha
exactitud, es generalmente suficiente usar la Ec. (3).,}3.:: [Otros Casos, comq
problymas que involugren vuelos espaciales, podra ser; ésqno usar la Ec. (4),
o al menos una gproximacion, mejor que.la Ec. (3)..

.En muchos casos . Ja fuerza externa F mclmra otros q{ecms ademas del peso
del cuerpo. Por ejemplo, las fuerzas de friccion debidas a la resistencia
ofrecida por el aire u otro medio circundante, pueden ser importantes y se
necesite tomarlas en cuenta.-Similammente, los efectos de cambios de masa
pueden ser importantes, como es el caso de'un vehiculo espacial que consume
su combustible durante el vuelo.

En los problemas que aqui discutiremos, serd de utilidad describir el
mpvumento del cuerpo con respecto a algun sistema de coordenadas conve-
niente. Elegiremos siempre el eje x como la linea en la direccién de la cual
tiene lugar el movimiento; la direccion positiva del eje x podra elegirse de una
manera arbitraria. Una vez que. se. especifica la direccidn positiva x, un, xalor
positivo de x indica un desplazarmento en esa: direceidn, yn- valor posjtivo:de
v =dx/dt indica que el cuerpo se mueve en la direccion positiva del eje x, un
valor positivo de la fuerza F indica que._ ésta actia en la. direccion x positiva, y
asi sucesivamente. Los ejemplos siguientes tratan algunos problemas tipicos.

f et T g e : : AEH a4

Ejemplo 1. Un objeto de masa m es.soltado desde el reposo en un medio
que ofrece una resistencia proporcmnal a |v|, la magnitud de la velocidad
instantinea del ob]eto * Suponiendo-que la fuerza gravitacional es constante,
encuéntrese la pos1c1on y velocadad del objeto en cualqmer tiempo ¢.

U

* En general la. nes:stencxa es una .funcaon de, la velocxdad, es decu-, de.su magmtud. La
suposicién de una relacién lineal es razonable solamente para velocidades comparativa-
mente bajas. Cuando se involucran velocidades altas, puede ser necesario suponer que la
Tesistencia es proporcional a alguna potencia més alta de |v|, o aun que esté dada por
alguna funcién polinomial de jvl.
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“ Fn este caso es convetiiénte tfazar el eje x ' positive 'dirigido hacia abajo, con
¢l otigen en 1o’ 'posicion nicial det dbjeto! ver 1a figura 2.6, Enitonces, el-‘peso
g d8] objétd actia’hicia abajo’(positivamente); perdla tesistencia kivl, donde
k'es una“constante positiva, actdd Para itnpedir ‘@l thoviiiento. ‘Cuando v> 0,
o fesistericta’ se hace e I dffEccion hatia arriba (negétiva), y estd dada por lo
tanto por —kv. Cuando » <0, I Tesisténcia detiia hacia abajo y estd atn dada
por: -’—'kv.‘“l'afrv-lo"t'an(t'ﬁt? en todod Tag &s"dk’l&"lej de Ne?vt'mﬁpﬁeﬂe’ escribirse
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La:Ec.!(6) e§ una‘ectiacion lineal de primer orden,'y tierie el flictor ‘integrante
ektim; L soluéion de la Ec: (6)es -+~ = v - M Beproor
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La condicion iniciat »(0) = 0; requiere ‘que ¢, = =mgfk; de-aqui que
1 2 ER W ‘ o e A i
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’:v =_"_lk_g(1 _¢4tr»‘). e @)
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Para obtener 1;1 posicién x deyl‘ cuerpo reemplazamos v pdf &/dt en lé Ec.‘(-8);
integrande y usando la segdpdh-'cogdiciénihicial x(0) = 0 obtetiemmos S

1
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La posicion y velocidad del cuerpo a cualquier tiempo ¢ estan dados por las
Ecs. (9) y (8) respectivamente.
Es importante enfatizar que cuando t —ooen la Ec. (7), la veloc1dad tiende
al valor limite
v == v . (10
Tk

La velocidad limite v; no depend¢ de las condiciones iniciales, sino solo de la
masa del objeto y el coeficiente de- resistencia del medio. Dados ya sea v; o %,
la Ec. (10) nos da una férmula para calcular la otra, Cuando & tiende a cero,
esto es, cuando la resistencia disminuye, la velocidad limite aumenta sin que
haya ninguna cota superior para ella. '

PRERER

Ejemplo 2. Un cuerpo de masa constante m es proyectado hacia arriba
desde la superficie de la Tierra con "ung vefocidad inicial vo. Suponiendo que
no hay resistencia del aire, pero tomando en consideracién las variaciones del
campo gravitacional de la Tierra con la altura, encontrar la velocidad inicial
més pequefia que necesita tener un cuetpo para no regresar a la Tierra. Esta es
la lamada velocidad de escape. X

Témese el eje x positivo hacia arnba, con el ongen sobre la superﬁc1e dela
Tierra; ver figura 2.7. La tGnica fuerza que actia sobre el cuerpo es su peso
(hacia abajo) misma. que estd dada por. la Ec. (4). Por lo tanto la ecuacion de
movimiento es

dt ' (z + R)2 an
y la condicion inicial es -~ i :'w" ‘fi'uv FARE PRET: B  ’ CoSu K
e v(m o vo. N r’i ; (12)

SR

Ya que la fuerza que aparece en el miembro dergcho de la Ec. (11) es una
fun¢ion solamente de x, convemehte pensir que x, mas bien que 7, es la
variable independiente. Es 0 requlere que expresemos dv/dt en térmmos de

dv/dx por Ja regla de la cadena .para, la dquvacnon, ‘de aquique .. ..

BT A va dvd'tt : ds - e Sl ',?'i -ﬁ{ e
KE Sl e d T T T dt = d:’z’ E EE T Y ((‘ | (13)
. SR RS O £

y la Ec. (11) se reemplaza pbr Wl gt

' Dot LT Ll r R o e RnT i
v P A
5 ,v.ﬁ.. = - .—-5-’5,—-& JRE RN : s
o R P 3

t
& .»dx (# R) f“v g it
Co SR - FLOTCTCOUREL Gl 2 RIS L
Separandm'lfas vanébles e irftegrando obtenemou R B
b RS TPE T T S (O

‘ au b i : T e

b x+R+c. N ,»,c,)
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FIGURA 2.7
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Ya que x=0 cuando ¢=0, la condicién inicial (12) en t=0 puede
reemplazarse por la condicién de que v =. vo cuando x = 0. Esto requiere que
=4vo? —gR por lo tanto

G =g 2gR+

[ERTIE PN S EE I R ,' A

: N ’
2R 6)

La velocidad de escape se eficuentra 'espet:iﬁca’ridb que la vélocidad », dada
por la Ec. (16) permanezca positiva .para_todes, los valores (positivos) de x.
Esta condicién se cumple si vy2 > 2gR Entonces la velocidad de escape v,
estd dada por

=(gR; . (7

la magmtud de v, es aproximadamente 6.9 mill/s.

- Al calcular la velocidad de escape v, = (2gR)‘/2, se ha despreciado la
resistencia del aire. La velocidad™ de escape real, incluyendo cl efecto de
la resistencia del aire, es un poco mayor. Por otra parte, la velocidad de escape
efectiva puede reducirse significativamente, si el guerpo:se {ransporta a.una
considerable altura sobre el nivel del mar antes de ser disparado; tanto las
fuerzas de gravedad como las de friccion se reducen de esta manera. La
resistencia del aire, en particular, dzsn‘nnuye bastante rdpidamente cuando se
aumenta la altura,
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PROBLEMAS _’
1. Un cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba
con una velocidad inicial vo. Suponiendo que la atraccidn gravitacional de la
. Tierra es constante, y despreciandd todas las otras fuerzas que actitan sobre el
cuerpo, encontrar:
a) la mixima altura alcanzada por el cuerpo;
b) el tiempo en el que se alcapza la maxima altura;
" ¢) el tiempo que tarda el cuerpo en retorsiar al punto de partida.

2. Un cuerpo es dejado caer verticalmente hacia abajo, con una velocidad
inicial vo en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la magnitud
de la velocidad. Encuéntrese una relacion entre la velocidad v y el tiempo ¢.
Encuéntrese la velocidad limite »; que se alcanza después de un largo tiempo.

» 3. Un objeto de masa m se deja caer desde el reposo en un medio que
. ofrece una resistencia proporcional aJa magnitud de la velocidad. Encuéntrese
el intervalo de tiempo que transcurre antes de que la velocxdad del objeto
alcance el 90%.de su valor limite, . IR T PR SRR,

_ 4. Un hombre y un bote de’ motor pesan Juntos 320 hbras Sl el ‘empuje
- de! motor es eqmvalente 4 una fuerza constante de 10 Jlihias Qn) ‘la direccion
del movimiento, y si la resmtepcm del agua al movnmento es numéncamente
igual a dos veces la velocidad en pxes/seg y si‘el bote esté nycm'h;nente en
reposo, encontxar , ) ) )

a) la velocidad del bote al tlempo t )

b) 1a velocidad limite. s Y m Ly :

Nt

s

5. Un cuerpo con masa m es lanzado vertlcal‘mente hacia aba;o con una
veloc1dad inicial vo es un medlo _que ofrece una résxstencm proporcu)ﬁal ala
faiz cuadrada de la magnitud de'la velocldad Encuéhtrese 1a relacibn” entre la
velocidad » 'y el tiempo ¢. Encuéntrese también fa velocuiad hmite o

6. Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medxo que ofrece una
res13tencla proporcxonal al cuadrado de Ia veIocnﬂad Encuéptrese la. relhl:lén
entre Ia velocldad vy el tlemno t, Encuéntrese la velocidad t"tmte "‘_“. i

7 Un cuerpo de masa ' m ‘cae en un medlo que vofrece umi Tesistoncia
proporcional a |v|*, 'donde r.es una constante paqsitiva.' Suponiendo que:la
atraccmn grav1ta01onal es constante encontrar la velocldad llmlte del _cuerpo.

8. Un cuerpo de masa constante 7' se lanza vertlcalmem:c hacm ambatoon
una velocidad inicial v en. un.medio gue -ofreéce una resistencia kjul, donde: &
es una constante. Despreciando. cambios en el campo Xgramacxonal encontra.t.

* a) la méxima altura x,, alcanzada por el cmpo, R, ST
b) el tiempo t,, en que se alcanza esta maxima altura M0strar también
que t,, ¥ x,, pueden expresarse como

tm=@|:1__k_l7o+'1(kvo) ...:[’
. ~ L& 2mg mgl. . IR

vo‘» ’ zkvo kvo : ' i ' anre s SN
R e N

donde ambas series convergen cuando kvo/mg < 1.

9. Un cuerpo que cae en un fluido relativamente denso, aceite por
ejemplo, estd actuado por tres fuerzas (ver figura 2.8): Una fuerza resistiva R,
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una fuerza de ﬂotaclon B y su peso w debxdo a la gravedad La iuerza de
flotacion es, igual al peso del fluido desplazado por el objeto, Para un cuerpo
esférico de’ “radio a queé se mueve Ientamente, 1a fuerza resmtlva estd dada par
la ley deé Sto](es (819 1903) R= 6nua1vL donde v es la velocidad del cuerpa,
y /.l es el coéﬁclenfe de viscosidad  del’ fluidd cxrcundante EncuéntreSe 1a
velocidad " timdite " de una esfera sbhd‘a de rtadic @ y densiddd p cayendo
hbremente en un medio de densidad p’ y coef1c1ente de wscoS{Qad u

10 a) ;Cudl es el peso de un cuerpo 1 000 mﬂlas saobre 1a: superflcxe de la
Tierra, si el cuerpo pesa 100, libras al nivel del mar?

b), 1 radlo de Ta, Luna ‘es gproxlmadamente 27/100 el dé la Tietra, y su
densi ad edlp ‘s, aprox aglgmente 5/8"de 1a densidad bromedld ‘de. 1a
Tierra. énlc):% itrese. el ‘peso @”@3‘ sobre ta Luna de un objeto que ‘pesa 100
hbras enla Superficne de la Tierra.

L Un cderpp “de masg ccanstante m se ‘lanza vert1calmente hacia arriba
desﬂ'e el’ mvel Qel mar con Ju%u velocldmf mxcxal vo, qﬁe no excede ala
velocidad de escape v, = (3gR)!/? . Despreciando la resistencia del airé, pero
consitisrando el cambw de la atucclén gravitacional con la aitura, ,encontrar la
altxtud mtxmalcanmdn par sl-caerpo. Ver el ejempla 2., e

17 Encontrar 1a" velocnda?i de’ escape pafa un cuerpo” proyectadé “hacia
arriba con Aine velocidad inicial: vy desde ‘¢l punto x¢ = &R sobre la superficie
de lu Tierrd, donde-R- es el rudio de la Tierra y £ es-una constante, Despreciar
la resistencia:del aire. Encontrar la altura inicial.a.la.que el-cuerpo debe ser
lanzado para reducir la veiomdad de escapc & uq 85% ride su valor en la
superficie de:{d. Tierra.. - i NPR R IEEE ;

.11 EL TEOREMA DE EXISTBNCIA Y UNICIDAD

En esta seccibn d:scutxrems la prieba del Teorema 2.2, el Teorema
fundamental de existencia y unicidad para problemas de valores a la frontera
de primer orden. Este’ Teoréma, establqt;e que bqjo ciertas condiciones sobre
fix, ¥), el problema de valores iniciales *

! g 'ﬂz’ y)) [ v ih L oe (la‘)

~ - W%} = Yo ‘ C (1b)
tiene una solucién Gnica én algn intervalo que contengael punto xg. :
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En algunos casos (por ejemplo, si la ecuacién diferencial es lineal), la
existencia de una solucién del problema de valores iniciales (1) puede
establecerse directamente resolviendo realmente el problema y exhibiendo una
férmula para la soluci6n. Sin embdtgo, este enfoque no es simple en general,
porque no hay un método para resdlver la Ec. (1a) que se aplique en todos los
¢asos. Por lo tanto, para el casa general es nedesario adoptar un ataque
indirecto que establezca la existenciia de una soluclén de las Ecs. (1) aunque
usualmente no nos dé los métodos para encpntrarla. El meollo de este método
es la construccion de une-secuencis-de-funciones c‘ue converge a una funcién
limite que satisface el problema dei valores iniciales, aunque los miembros de
la secuencia no lo hagan individualmente. Como tegla, es imposible calcular
explicitamente mis de unos pocos miembros de la: secuencia; por lo tanto la
funcién limite puede encontrarse explicitamente s6lb en raros casos, y de aqui
que este método-no ‘nos-dé-un método itil para reftmente resolver problemas
de valores iniciales. Sin embargo, bajo las restricciones sobre f(x, y) estable-
cidas en el Teorema 2.2, es posible mostrar que la secuencia en cuestiéon
converge y que la funcion limite tlene‘las-prbpiedades deseadas. El argumento
es bastante intrincado y depende, en parte, de técnicas y resultados que se
encuentran por primera vez en un curso de célculo avanzado, Consecuente-
ménté, no insistiremos aquf ‘én Yos detatles de Ia priebi pero’ indicaremos, no
obstante, cudles son sus principales caracteristicas y apuntaremos alg'ﬁna‘g’dé
las.dificultades que involucra,

: LAY

R N T T L e g S T LI TP W SRR S Ty (AR
Primero de’ todo, nofaremos que €5 ﬁuﬁqiept;g‘(cgps;derar_‘ el problema exfl;gll

ity . ORI SN LA PRI L W DM
que el punto inicial (x,, yo) es \gli“:gnigg.,‘n;_ esto es, efproblema

3 2 COREENRNYS Y3 WA
Y ‘,"y, = z‘, .’I), L (2a)
=0 T (2b)

B T R R U RT3 O s S T SR IC TR 1 R Lo 1T
....Si.se da algin gt’rp‘ Qpn@o,mxcié!,,. g,p,tgnge,,s_vs:i}{qlpgc po_defn?p ] :’un
ST N ] HESA-RNEREY S gl ! T Y 0L AT BO T . D MY
cambio prelimigar.de yaniables, correspondiendo a yna traslacion, de los *9{?5
coordenados, que_coloque ‘al punto, (xo, ¥o) &n'el’ osga, Especificamente,
iptroduciremos uevas yasiables dependientes & imdependithtes w,y s, respeoti

vamente, que estin definidas por la§ ecuaciones i N,

wmy -y, S=T—Z €)

ver también la figura 2.9. Pensando a W pomouna funcién de s, tenemos por
la regla de la cadena

vt

d d .‘{'{‘k GO ,d“; Lo \@, e fﬁt.*;wi')
e o AW _..”_’ﬂﬁ ml Sy g;g‘yo)m‘:(yf.ym'u i A T A I

S : ds:: dwds. R : By AR dx. . . .. . st
B Trtad i

ETRFE 'jffi- i w2 Pl W cols oo ugEsY 3D e L tah nsi s
Denotando flr, ¥}= s + Xas W +0). pgr Fis, ), ¢ problema dg valores

iniciales (1) se convierte en la foma, ;. .. ., . Do sl gl
TR e wnoa N RIRL ORI L I EVR T R
o WoERsp@L T T e

W@ =D, s o L {4b)

Expepto por los nombres de, las variables, lgs By, (4) son las, mistas que Ing
Ecs. (2). De aqui en adelante, consideraremos el.problema ligeramente. mis
simple (2) en lugar del problema original (1). FACULTAD DE CIi NCIAS * ¥dilongig -

o e PORNT aa
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FIGURA 29, -

]é'l Teorema de exxstcncxa y umcldad puede qhora establecerse de Ia forma ,
mgmente o

B I e P T PRAT (T8 »i ‘ : -

Teorema 24. Si fy offoy son continuas en’ un rectangulo 'R: leSa
wi<s, entonces hay algun iritervalo I,xl <h < aen ‘&’ ctial existe una soluczon
unica y = ¢(x) del problema (2) de valores iniciales.”

v =/, y), L yo=o.

Para probar. este Teorema es necesano transformar el problema de valores
nucnales (2) én una forma mﬁs ooP Véniefite, Si suponemos temporalmente que
tiay una funcién ' éatwface el firoblema de" valdre§ iniciales,
‘entontes 1%, ¢(x5 uqa fuﬁcxén ‘contimia’ de X~ solamente e aqui’ que
podemios’ integrar la Ec‘ '(22) desde el p\‘tnfo m;ciél x 0 hasta uﬁ vdlor
arbitrario de x, obteniendo

BT T T S
. N 38 P .
donde se ha usado la Ec. (2b) para eliminar ¢(0). -

Ya que la Ec. (5) contiene una mtegral de la funclbn desconocida ¢, se le
llama una ecuacitn integral. Esta ecuacién integral 'no’es una. férmula para la
solucién del problema de valgres iniciales, pero nos da otya relacién que es
satisfecia por cualquier soluc1’6n dé las. Ecs ). Inversanﬁnte Supéngasé’que
hay una funcién continua y = ¢(x) que 'satisfacé la ectiacion’ integral {5);
entonces esta funcién satisface también el problema de valores iniciales (2).
Para mostrar esto, substituimos primero cero por x en la Ec. (5), obteniendo
por lo tanto la Ec. (2b). Ademis, ya qué el integrando en la Ec. (5) es
continuo, se sigue del Teorema fundamental del cdlculo, que ¢'(x)=flx,
@(x)]. Por fo tanto,'el problemia de valorés iniciales y 1a ecuacnén integrdl son
eqmva]entes en ei’ sentldo de ‘que cualquxer solucién de uno ‘es también

. 4
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solucion del otro. Es mids conveniente mostrar- que hay-un# solucion taica de

, la ecuacibn integral en un cierto intervalo [x|{<h. La misma conclusién vale
| emtonces para el problema de valores iniciales, - - =V

A

T P L S

+ definir ¢ tal que

Un método de mostrar que la ecuacion integral (5), tigne una sglucion Gnica
Foae it e L LIpA TN SO T AT TN R Rt £
s¢ .conoce con el nombre de meig;{g,de ?qlib).amaczong.sp sucesivas, o mftodo
de Picard (1856-1941). Para usar este método principiaremos pof elegir una.:
funcién inicial ¢o, ya sea arbitraria o aproximada en alguna forma a la
solucion del problema de valores uuc;mles La eleccién mas simple consiste en

i

@ =05 e e o d6F

~entonces ¢o satisface al menos la condicion iniqfa]i (2v) vél}nque presumible-

¥

_mente no la ecuacién diferencidl (2a). La'siguiente aproximé¢ion ¢, se obtiene
substituyendo ¢¢(#) por ¢(¢) en el miembro derecho de la Ec. (5), y llamando:
al resultado de esta operacion ¢, (x). De aqui que

e oy e

42 = s duonar. o
Similarmente, ¢, se obtiene de ¢, : ‘

4@ =" pora, ®
y en general o '

b =[Sl OV - - ©)

En esta forma generamos la secuencia de funciones {¢, } =¢p, ¢1,,..,
@n,.... Cada miembro de la secuencid'isatisfase " In" condicion- inicial ‘(2b),
pero en general ninguna satisface la etuacion diferencial. Sin embargo si
efi algiin paso, digamos para n = k, encontramos que @y, (x) = ¢;(x) enton-
ces se sigue que ¢, es una solucion de la ecuacién integral (5).,Entonc'es O es
también una: solucion del  problea de valores iniciales (2), y* la sectighcia s
termina en ese punto. En general ‘esto no oturre, y es necesdfic’ consfdém“iay

secuencia infinita completd;' ~ Sy :
Para establecer el Teorema 2.4 hay que dar respuesta a cuatro cuestiones
principales, S S Lk

proceso en algin paso? - .
2. ;Converge la secuencia? A
3. ;Cuiles son las propiedades de la funcién limite; en particular, esta
funcién satisface 1a ecuacidn integral (5) y por lo tanto el problema de valores
iniciales (2)?
4. Es la unica solucién, & puede haber otras?

1. jExisten todos los miembros'de la secuencia {¢,}, o puede romperse el
b [N g .

P S TRt TE Bl

. S ;
Vo oebocoepi

Mostraremos primero cémo se pueden contestar estas preguntas en un
ejemplo especifico y relativamente simple, hecho esto comentaremos algunas
de las dificultades que pueden presentarse en el caso general.
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Elemplo Consxderese el problema de valores xmcxales
| Y =2+ 1,y =0. (10)
Pﬁra resolver este problema “por el método de’ aproxnnaclones sucesnvas‘

notaremos ptimero que 81 y= ¢(x), entonces la’ correspondiente ecuacion
integral es

I - " .'; MY . X?, V o ‘ J "‘ v § | - ‘
W= f 21+ $()]dr. . an
0
Sifa aproximacién inicial es ¢o(x) = 0, se sigue que
i, re:. B : L Lot
L () = f 21 + ()] dt =:J‘ 20dt = 2% 12)
Simifarmente o R o

bu(z) = f 2t + 0] d,r', - f:zrn + ) de

=2+ Z, L (13)

4 6 ' .
=2 + 32- + 2—’—’—3— | , (14)
Las Ecs. (12), (13)y (14) sus;eren que s . .
B R P 2n <
¢,.(x)— 2 +2, + + +’L R ¢ T

para cada n > i, y este resultado puede establecerse por mducclon mate-
métjca, Claramente, la Ec. (15) es. verdadera para n = 1, y ahora tenemos que
mostrar que si es vélida para n =k lo es también paran=k + 1, Tenemos

P

' bua(z) = f 21 + $(t)] dt

'=J.21(1+12+!-;+‘j'+t——\)».dt' ;

k!
) 3 x2k+2
o .x+ +3'+ (k+1) (16)

y de esta manera estd completa la prueba inductiva.

Es claro de la Ec. (15) que ¢,,(x) es la enésima suma parc1al en la serie
infinita ‘ ‘
Ezz"/k!; o Y i 17

- k=1




82 ecuaciones diferenciales de primer orden
Elemplo Consxderese el problema de valores xmcxales
| Y =2+ 1,y =0. (10)
Pﬁra resolver este problema “por el método de’ aproxnnaclones sucesnvas‘

notaremos ptimero que 81 y= ¢(x), entonces la’ correspondiente ecuacion
integral es

I - " .'; MY . X?, V o ‘ J "‘ v § | - ‘
W= f 21+ $()]dr. . an
0
Sifa aproximacién inicial es ¢o(x) = 0, se sigue que
i, re:. B : L Lot
L () = f 21 + ()] dt =:J‘ 20dt = 2% 12)
Simifarmente o R o

bu(z) = f 2t + 0] d,r', - f:zrn + ) de

=2+ Z, L (13)

4 6 ' .
=2 + 32- + 2—’—’—3— | , (14)
Las Ecs. (12), (13)y (14) sus;eren que s . .
B R P 2n <
¢,.(x)— 2 +2, + + +’L R ¢ T

para cada n > i, y este resultado puede establecerse por mducclon mate-
métjca, Claramente, la Ec. (15) es. verdadera para n = 1, y ahora tenemos que
mostrar que si es vélida para n =k lo es también paran=k + 1, Tenemos

P

' bua(z) = f 21 + $(t)] dt

'=J.21(1+12+!-;+‘j'+t——\)».dt' ;

k!
) 3 x2k+2
o .x+ +3'+ (k+1) (16)

y de esta manera estd completa la prueba inductiva.

Es claro de la Ec. (15) que ¢,,(x) es la enésima suma parc1al en la serie
infinita ‘ ‘
Ezz"/k!; o Y i 17

- k=1




-el teorema de existencia-y unicidad 83
de aqui que 1im @, (x) exista si y sélo si la-serie (17) converge. Aplicando la
! n-* 0

prueba de la razén, vemos que para cada x
T PR

x2k+2 k [} z2

(k+1)" o k+1

pm' o tanto: la serie (17) converge .para toda x, y su-suma d}(x) es el hrmte"’
de la secuencia {¢,(x)}. Ademas, ya que la serie (17) os 'una. serie de Taylor;
guede diferenciarse o integrarse término a término en ‘tanto que x permanezca
dentro del intervalo de convergencia, que en este caso es el eje x completo..

33k

—0 cuando k~>oo _(18)‘

Por lo tanto podemeos -verificar- por calculo directo que ¢(z) = Z 22k es

una solucién de la ecuacion: integral (11). Alternativamente;: subsmuyen‘do
#(x) por y-en la E¢. (10) podemos verificar que esta funeidn satlsface también
el problema de valores iniciales.

- Finalmente, para tratar con el asunto de la unicidad, vamos a suponer que
el problema de valores iniciales’ tiene' otra ‘solucion i: diferente de ¢.
Mostraremos: que esto. lleva a .una contradiccién. Ya que ¢ y: w satlsfacen
ambas la ecuacxén mtegral (l 1), tenemos por resta que e .

, ¢>(z) - w(x) = f 2r[4>(t) -~ rp(r)] dt ”
Tomando valores absolutos en ambos lados tcnemos que Slx > 0
|¢(x) - 'P(x)l ﬁif 21{p(1) — w(t)] dtl < f 2 |¢(t) - 'p(t,)i dt '

Si restringimos x a estar en el intervalo 0<x<A/2 donde A es arbitrario,
entonces 2t <A,y

= < A T = i . (19)
Es conveniente en este p;unto introducir la funcién U definida por
@ =0 - ponan 20)
Se sigue inmediatamente';entonces que .
v =0 o @1
U(x) >0, para z>0. o 22)

demas Ues d1fefenc1able y U'(x)=l¢(x) —y(x)l. De aqui que, por la Ec.
(19) , e '
. U@ —AU@) <0. (23)

Multaphcando la Ec '(23) por la cantidad positiva e~4% gbtenemos . .
[U()' < 0. s

*En este caso es posible identificar ¢ en términos de funciones elementales, @(x)} =
ex2 _ 1 'Sin embargo, esto es irrelevante para la discusién de la existencia y la unicidad.
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Entonges, .integrando la Eq., (24).de cero a x y usando la Ec. (21), nos queda
que

T N S
e*U(x) <0 para z>0.

De aqui que U(x)<O0 para“x>0,y en conjuncién con la Ec. (22) esto
requiere: que U(x) =0 para cada x> 0. Entonces U "®)=0, y por lo tanto
Y(x)=¢(x), lo ‘que ‘contradice la hipbtesis original. Consecuentemente; no
puste: haber. des:soluciones difererites del problema de valores imicisles para.
x20:"Una ligera ‘modificacién ‘de este: argumento . conduce: ‘a la imisma
conclusién para x <0, - S e \ St el

Volviendo ahorasal. problema genéral de- resolver la ecuacidn integral (5),
consideremos brevemente .cada una de las cuestiories: antes planteadas. . - - %
TR BV e T
- 1. -¢Existen todos los: miembros de la secuencia { ®n}? En el ejemplo fy
offay fueron ‘Gentinuasien todo el-plano x),.y-cada miembro de la sécuencia:
podia -calcularse ‘explicitaimente. En contraste, en el caso general. se:: supone’
que f'y 3f/dy son continuos solamente en el rectingulo R: Ix| < a, iy} < b; ver:
la figura 2.10. Mis ain, los miembros de la secuencia no pueden, por regla
general, determinarse explicitamente. El peligro estd en.que en algin paso,
digamos para n =k, la grifica de ¥ = ¢x(x) puede contener puntos que estén
fuera del rectdngulo R ..Entonces en el'paso: siguiente, en' el vélculo decdgiyy (x)
seria necesario calcular f(x,%) en puntos donde no se.sabe que sea continuo o
an que exista.'Por lo ‘tanto, el-cilculo:de Pxiv1 (x) puede ser imposible..

y
T Y ¥
(=a,b) (a,b)
1 PR ¢ A
N | ot fei g B i <] v,
T - x
el i
(=a, —b) ) G - (a, =b)
EEE e R . i 41 = ) ‘l AT R I

~ FIGURA 2.10

Para evitar'este. peligro puede .ger. necesario restringir x a ‘un pequefio
intervalo menor que |x| <a. Para -encontrar ese intervalo es necesario hacer
uso - del hecho que una funcién continua sobre una regién cerrada esti
acqtada. De aqui, f estd.acotada sobre R; entonces existe un nimero positivo
M tal que Sl ~ L : :
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e e @ Yl M, (B yyen R T 25
' i : i 908 ! T
LS R S R RN ¥ H

a b

aH{emos mencianado antes que. R
e e B@=0TT e
‘pard’ cada n. Ya que flx; ¢ (x)] =¢';4 @ la pendientede la grifica de ta
‘écmacion y = ¢y 41(x) no puede ;excéder a M en valor abablito.' Ya que esta
;grifica contiene al’ purits (0, 0), ‘debe estar en la régidh-3ombreada ¢ aguzada
'que-se muestra én I figura 2:11.° De aqui' que el pumto [x, ¢riy (¢)]
permanezca en R al menos en: tanto que R ‘comteriga‘la tégion sembreada, quie
es para |x| <b/M. De aqui en adelante considetatemos solafriente el rectingulo
D: x| <h, [p|<b, donde A es igual ya sea a 2 0 a b/M, dependiendo cuail es
menor. Con esta restriccion todos los miembros de la secuencia {¢,(x)}
existen. Notese que si b/M < a, entonces puede obtenerse un valor grande de A
encontrando una cota mejor para |f(x, y)|, siempre y cuando M no sea igual al
valor méximo de [f(e, )l © - x o i U ah L oA g

2. ;Converge la secuencia {¢,(x)}? Como un ejemplo podemos identificar
$n0) =010 +[9:() = $10))F* * * + [8(6) — B2 ()] como la enésima
suma parcial de la serie ° . ‘ '

3

R ,¢,<x>:-+k§='i;[m(¢) —h@L (26)
y - N | ~ y |

Y= dalx)y

bn(x) 3

A
A)

y=

- y==b i y=-b

! : } 1 1 :
l‘x=-l-a z=—1—;—‘ 3=ﬁ,‘-¢' "°=."¢w,‘ x=a
(@ b/M<a (b) /M >a
FIGURA 2.1t

La convergencia de la secuencia {¢,(x)} se establece mostrando que la serie
(26) converge. Para hacer esto es mnecesario' estimar la magnitud
16k +106) — ¢(x)! del término general. El argumento por medic del’cual 'se
hace esto se indica en 'los problemas 3-a 6 ysetd omitido aqui. Supbnié{idb
que la secuencia converge, denotaremos la' funéidn limite por '¢i, de tal forma
ue f t AN - - 2t T T <
1 $(xy = lim ¢, (). K v (27
nv o . R

3. (Cuiles son las propiedades de la funcién limite ¢? En primer lugar,
deseamos saber si ¢ “es continua. Esto no es, siti embargo, una consecuencia
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aH{emos mencianado antes que. R
e e B@=0TT e
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que la secuencia converge, denotaremos la' funéidn limite por '¢i, de tal forma
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.necesaria de la convergencia de la secuencia {¢,(x)}, aun cuando cada
tniembro de la secuencia sea él mismo continuo. Hay muchos casos en los
cuales una secuencia de funciones continuas convergé a 'un limite discontinuo.
Un ejemplo simple de este fenémeno esti dado en el problema 1. Una forma
de mostrar que ¢ es continua consiste en mostrar no solamente que la
secuencia {9,} -converge, sino que lp hace de.cierta manera, conocida como
.convergencia uniforme. No .tqcaremos  aqui. esta . cuestion -sino que. solo
nptaremos. que el argumento a que s¢ refiere ¢l pdrrafo {2) es suficiente: para
‘establecer la convergencia uniforme: de la secuencia {¢,} y,de aqui la
continuidad de la funcién limite.¢ en el intervalo x| < A. : -y
. Vqlvamos ehora a la Ec.(9)-. . o TR B -

3. A
&

- . . . x B Y - .
T I X0 L
Permitiendo que n tienda a oo pofl ambos lados, obtehetﬁos -

C(z) =tim | flt, $u01dt. .. (2B
n—+w o * 3 R .-
Nos gustaria intercambiar las operaciones de integracién y tomar el limite en
el miembro derecho de la Ec. (28), para obtener S
Hz) =| lm f[t, $,(D]dt. 29)
0 n—o Cy )
En general, tal intercambio no. es permisible (v;ar problema; 2, por'iejemplo),
pero una vez mas el hechg de que la secuencia { ¢n(x) }.no’ 'solamente
converge, sino que ademas lo hace uniformemente, mn@ﬁ escate. y..nos
permite tomar Ja operacién del limite dentro del signo de-integral. Bn seguida
deseamos tomar el limite dentro: de la funcion f, lo cual nos daria . .

$(xy =J'o : f[t,h’m },,(r)] a (o)

n—+w

y de aqui que
$() = f " 11t o1 dt. 31)
0 R

La afirmacioride que lim fIt, ¢,(1)] = f1t, lim ¢, (¢)] se sigue de la hipotesis de
- A—+0 n—w . o . .

que f es continua en su segunda variable. Entonces la Ec. (31) es vélida y la
funcién ¢ satisface la ecuacion integral (5). Por lo tanto, ¢ es también una
solucion del problema de: valorgs. iniciales (2). S

4. ;Puede haber otras soluciones de la ecuacién integral (5) ademas de
y = ¢(x)? Para mostrar la unicidad de la solucién y = ¢(x) podemos proceder
casi completamente como en el ejemplo. Primero suponga lo contrario, eso es
la existencia de otra_ solucién y = Y(x). Es entonces posible mostrar (ver
problema 7) que la diferencia ¢(x) — V(x) satisface la desigualdad .
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16(2) — p(@)] < A j 140 — (1)) de TS

para 0<x<h y para un nimero positivo adecuado A4. Desde’ ‘aqui el
argumento. es idéntico al dado en el ejemplo y concluimos que no existe otra
solucion al problema de valores iniciales (2) que la obtenida por el método de
aproximaciones sucesivas,

PROBLEMAS

1. Dado ¢,(x) = x" para 0 < x < 1} mostrar que

lim ¢,(x) =
7= o .
Este ejemplo muestra que una secuencia de funciones continuas puede
converger a una funcion limite gue es discontinua.

2. Considérese 1a secuencia ¢,,(x) = 2nxe "> 2 0<x £1.
a) Mostrar que lim ¢, (x) = O para cada x en 0 < x < I y.de aqui que

n-*

1, z=1.

{0, 0<x2<1,

IS

1
f lim ¢,(x)dz = 0.

0nrw
L .
b) Mostrar que j 2nre**dx = 1 — e ™ y de aqui que
oo - e, c ' .

i 1 .
lim | 2nwe ' dr = |,
‘m—op JO .

Este ejemplo muestra que no es necesariamente ciertq que

lim f b¢n(x) dr = f ’ lim $.(2) dx

n—+oo n-ow *

aun cuando el m @, (x) exista y sea continuo
n—oo
En los problemas 3 a 6 indicamos como- probar que la secuencia {¢,(x)},
definida por las Ecs. (6) a (9), converge.

3. Si 0f/dy es continua en el rectdngulo D, mostrar que hay iina constante
positiva K tal que : o

| /@ 9 —f@, vl < Klyy —val

donde (x, y;)y (x, y2) son dos puntos cualesquiera en D que tienen la misma
coordenada x. , _ o
Sugerencia: Use el Teorema del valor medio para derivadas parciales, y elija K
de tal forma que sea el valor maximo de |{3f/dy] en D, o

4. Si $p1(x) ¥ ¢,(x) son miembros de la secuencia {@n(x)}, use el
resultado del problema 3 para mostrar que

|f [z, $u@)] ~ [ [z, 65y @)]| < K[$p(2) ~ ¢,,®)] -
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¥2.12 EL TEOREMA DE EXISTENCIA DESDE UN
PUNTO DE VISTA MAS MODERNO

El Teorema de existencia y unicidad y el método de prueba antes discutido
se remontan al siglo pasado. Es muy conveniente considerar este Teorema
brevemente desde un punto de vista ntds moderno que ha ido aumentando su
- valor en los tiltimos afios.- Para 1ntroduc1r la idea principal en una forma mis

siinple y familiar, revisaremos pwimem mertas propleda&es de las funciones
coritinuas. ,

Lema (Propiedad del Valor Intermedlo) Si. la ﬁmcxon f es continua para
a<x<bd, y fla)20, f(b)<0, entonces han al menos un punto § en
a<x<b tal que f(¢)= 0. .

- En otras palabras, una funcién continua no puede cambiar dé signo sin
pasar a través de cero al menos una vez; ver.la figura 2.12. Buedq haber por
supuesto mas de un punto ‘¢ donde f(¢) es cero. Puesto en términos
geométricos el Lema parece obwio, pero:su prueba analitica descansa. final-
mente sobre una propiedad profunda (la pr0p1edad de completitud) del s1stema
de nameros reales, que aqui omitiremos verla. El Corolario sigulente es una
consecuenéla mmedxa‘t‘a de’ la propnédad‘ del valor ‘interméd;o

¥ = f(x)
"FIGURA 2.12/°
S D A 5] Al ,1;.":"‘ S ik ;Ab»': G e LLonrantd
Corolarzo 1 ,S’; la funczon g es contmuar ,para a <x gb y si. aSg(x)sb ;
entonces hay al menos un punto, E en a<x gb tal que g(§) = &. Ty

Para establecer el Corolario sea f(x) g(x) = x; entonces’f satlsf‘acé as
condiciones del Lema. Hay entonces al menos un punto ¢ donde f(§) =0, y de
aqui que g(¥) = &. o LY

Es interesante dar una mterpretacxén geometnca de este Corolario (ver
figura 2.13). La gréfica de la ecuacién y = g(x) estd en la bandaa <y <b,y
por . lo tanto' debe pasar de un lado a atro de la.linea:y=x. Las coordesiadas
del punte de interseccién dan el valor de § mencionado en-él €Corolario: 8i
pensamos a_la funcién g como un mapeo o una transformacion del intervalo
[a, b] sobre: el-eje x, en el intervalo {a, b] sobre‘el eje:y, entonces el punto:§
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y
| I
| | ,/
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: y=g(x) _
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|
{ . .
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// o [ i
i d I : : %
o £ b )
FIGURA 2.13

no se transforma, o se mapea en si mismo. Consecuentemente, £ es llamado
un punto fijo de la transformacién definida por g. En estos términos el
Corolario puede reestablecerse en la forma siguiente.

Corolario 2. Si g es una funcion continua (transformacién) y mapea el
intervalo cerrado [a, b] en si mismo, entonces g tiene al menos un punto fijo.

La idea de un punto fijo de una transformacion puede extenderse a
transformaciones mas generales que las funciones continuas de una sola
variable real. Recuérdese que en la Gltima seccién mostramos que el problema
de valores iniciales

¥y =flxr,y), y0)=0 ¢))

es equivalente a la ecuacion integral
4 = [ o sona @

Ahora el operador indicado por el miembro derecho de la Ec. (2) puede
aplicarse a cualquier funcién continua ¢, ya sea que esta funcién sea una
solucién® del' problema de valotes iniciales (I) 0'no. Vamos a denotar este
operador por.T; el resultado de esta operacidn es una nueva funmén Té, tuyo
valor en un pynio x esti dado por

(T¢)(z) f it «t)ld' ) .‘ | &

. B . 3 : S
Hablamos de T como un operador o transformacién que actlia sobre un cierto
conjunto .de funciones como su-dominio y produce otro conjunto de
funciones -como su: rango.' Para preservar la analogxa geométnca nos referi-
femos a -esos conjuntos de funciones como: ‘“espacios” ‘de funciones o
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«espacios funcionales”, y a las funciones individuales como “puntos” en el
“‘espacio”.

La ecuacién integral (2), cuando se reestablece en términos del operador T
definido por la Ec. (3), toma la forma

@) =(TPhz) o6 ¢=T¢ (4)

Por lo tanto el problema de resolver la ecuacién integral es exactamente el
mismo de encontrar los puntos fijos de T.

El Corolario 2 puede extenderse para tratar con operadores mais generales
tales como T. Es necesario primero de todo desarrollar el concepto de
continuidad con respecto a tales operadores. Entonces debemos identificar un
conjunto adecuado de funciones que sirvan como el dominio del operador.
Una vez que esto se ha hecho, es posible mostrar que si una transformacion
continua mapea un conjunto adecuado de funciones en si mismo, entonces
hay al menos una funcién que permanece invariante y es por lo tanto un
punto fijo del operador. Si el operador es el definido por la Ec. (3), entonces
este punto fijo constituye una solucion del problema de valores iniciales (2).
De aqui que pueda considerarse un Teorema de existencia para el problema de
valores iniciales como una generalizacion de gran alcance de la propiedad
simple de funciones continuas establecida en el Corolario 1.
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