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. lIntroducoién

» ‘Muchos problemas importantes y sighificativos en ingenierfa, en las ciencias
fisicas y en las ciencias sociales, cuando estin formulados en términos
matematicos, requieren la determinacién de yna funcién Que satisfaga a una
ecuqcion que contiene ‘derivadgs de.Ja funcidén descanocida. _Tales ecyaciones
son llamadas ecuaciones diferenciales. Quizi el ejemplo mids familiar. sea Js
ecuacion de Newton

o7 e
m W == Fl:t, u(t), ""‘Ji't—] (1)
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para la posicion u(?) de una particula sobre la que actlia una fuerza F, la cual
puede ser funcién del tiempo ¢, la posicién uff), y la velocidad du(t)/dt. Para
déterminar el movimiento de una particula sobre la que actia una fuerza dada
F es necesario encontrar una funcién u que satisfaga la Ec. (1). Si la fuerza es
debida a la gravedad, entonces . o

dhu(r) '
Mg T e #)
Integrando la Ec. (2) tenemos -
o - d -t, e . u
S uln) = —bgft 4ot + oy ' B )

donde c¢; y c, son constantes. Para determinar w(f) completamente es
necesario especificar dos condiciones adicionales, tales como la posicién y la

~ velocidad de la particula en algin instante de tiempo. Esas condiciones pueden
ser usadas para determinar las constantes ¢y y¢,. - 7 T o
Para desarrollar la teoria de las ecuaciones diferenciales de Jna_ mauera
sistemitica es Gtil clasificar -los diferentes tipos de ecuaciones. Una de las
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18 introduccion

clasificaciones mas obvias esi4 basada en si la funcién desconocida depende de
una variable independiente o de varias variables independientes. En el primer
€aso aparecen solamente derivadas ordinarias en la ecuacién diferencial y se
%ice qpe .es: | ‘ecuacion diferencial ordinaria, En el segundo caso, las
erivadds’ son “derivadas parciales y la ecuacién es llamada una ecuacion
diferencial purcial,

Dos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son, ademadis de la
Ec. (1)

K]0) ag(
L dr? +R dt

pard; i veaga Q) ‘aq Un condensador en un circuito con capacitancia C,
resistencia R, inductancia L,y el voltaje E(t); y la ecuacién que gobierna el
decaimiento en el tiempo de una cantidad R(r) de una substancia radiactiva, .
como el radio,

+ 500 = EO) @

AR L g “i‘R;('t’):' '_'kR(t):) . ol (5)
dt e o
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donde & es und’'constante coﬁbcida."Ejerhpios'tfpicos de ecuaciones diferen-
citles ‘parciales son: la‘‘tcusacidn- de ' Laplace (1749-1827) o ecuacién para el
potencidl R T R ot

2 2
L a0 =0, ®)

Ry
' _ i1
la ecuacion para la difusion del calor o ecuacié térmica

o Fulx, 1) _Ou(z, 1) S

Tt T a @

P

y la ecuacién de onda

a2 azu(x’ t) _ aﬁu(x, t) .
ox* oot

Aqui la o? y la @ son ciertas constantes. La ecuacién potencial, la ecuacién
de difusion y la ecuacién de onda aparecen en.una variedad de problemas en
los campos de la electricidad y el magnetisme, la elasticidad, y la mecanica de
fluidos. Cada una es tipica de diferentes fendmenos fisicos (observe los
-nombres), y cada una es Tepresentante de una gran clase de ecuaciones
diferenciales parciales. En este libro solamente nos interesaremos en las
ecuaciones diferenciales ordinarias. . N .
. sl sy ) ant o ;
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1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS o

* TRl orden de ufii'aA ecuacién diferéhcial ordinaria s el orden de la derivada de
miés alto orden que aparece en la- &écuacidon. Por lo tanto, las Ecs. (1) y(4) de
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-« conduce a las dos ecuaciones
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la seccion anterior, son ecuaciones diferenciales: ordinarias de segundo :orden, y
la Ec. (5) es una ecuacién diferencial ordingria de. primer orden. Mds;
generalmente la ecuacién

Flz, u(z), u'(x), . . ., u(”’(x)] =0 o (D

es una ecuiacion d1feren01al ordmana de n-ésuno orden. La Ec, ¢} representa
una relac1on entre la vanable 1ndepend1ente x “1os’ val%res dé’la func1on u S'
Sus primeras n denvadas u' i4" .., u®), Es convemente esctibir, sl‘gméndo la
notac16n usual en’la’ teona de las ecuacmnes dlf‘erenciales y por u(x) con y*
L A () que significan, respectufamente u gx) ' '(x) u(")(x) K’sr Ii
Ec. (1) se escnbe como , p .
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Ocasnonalmente se ‘usaran’ otras lefras en lugar”de’ Vi él s’igniﬁéidb !'q‘ilédaré
claro .dentro del contexto.

Se supondra que swmpre ‘es posible despe_]ar 1a denvada‘de mas a‘lt’b &'éen
en una ecuaclon dxferencml ordmarla dad'a obtexﬂendo ‘

Y™ =fz,y.y, y,.-t-,':': y"’“”) | t3)

Solamente s, estudlaren ecuacaones de la. fonna‘(B),pEsto o8, pmc;gahneme
para evitar la ambigiiedad que puede surgir debido-2 que upg ecussion simple
“te la forma (2) puede: corresponder a varias ecuacxone&dg la forma (3). ,Po;
&pmplo, la ecuamén L , c s e

Yy 4 2y ‘4& =0

B veyd

[R5

?/1=—x+\/x2-16?/2 'jVo .,‘ , —x—'\/x _ldy K

frey

El ‘hecho de que hayamos’ escrlto la Ec. (3) no ‘significh necesatidtiente Giie
ﬁﬁya una “funcién y = ¢(x) que la “satisfaga. Realmente ésta‘es una de las
cugstiones que deseamos investigar. Por ‘una'solucion & ¥a ecuacién difefencial
(3:) sobre el intérvalo a<x<p enten&emos una funcxbn ¢ tal que ems’tan ¢ 5

¢(") y‘satlsfaga , Yo mit

e @) = Sl i), ¢(a=),..a,¢""ﬂ5<z)1’ R k#)

pa:‘a cualquier x en a<x <B. A menos que se especxﬁqufé de otro thddo,
SupOhdremos que la funcién f de la Ec. (3) es una funtién de valores reaIes y
- estamos interesados en obtener 1d§ soluciones y = ¢(x)de valores reales: '

Se puede verificar ficilmente que la ecuacién de primer orden

Ca i - dR
* tiene la soluc)on _ o
(8) A AR —f’!ﬁ(t))—l ce~kt :__‘_130< r< ag’;“if;" . (6)

-—k.R R " . BTN (5)
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20 introduccion -

donde ¢ es una ‘constante arbitraria. Similarmente, las funciones' ¥1(x)=cosx
Y ¥2(x) =t sen £ son soliiciones de-: Ty ‘

¥V +y=0 ' )
para toda x. B s

Una pregunta que puede venir a la mente es si hay otras soluciones de
la Ec. (5) ademds de las dadas por. la Ec. (6), y si'habri ‘'otras soluciones de Ia
Ec. (7) ademis de Y1(%) = cos x Y Va(x) = sen x. Otra pregunta qie puede
ocurrirse atin antes es 'Ia,siguien"teé ;Dada una ecuacién de la forma (3), como
sabemos si tiene una splucién? Esta es I pregunta acerca de la existencia de
una solucién. No todas las ecuaciones diferenciales ‘tienen solucién; ni es la
pregunta puramente matemitica. Si un problema fisico que tiene sentido esti
formulado matematicamente en forma correcta como una ecuacién diferencial,
entonces el problema matematico deberi tener una solucién. En este sentido
un cientifico o ingeniero tiene una guia para comprobar la validez de su
formulacién matematica, ' S o
.-En segundo lugar, suponiendo que una ecuacién dada tiene una solucién,
itendrd otras soluciones? En tal caso ;qué tipo de condiciones adicionales
deben ser especificadas para encontrar una solucién particular? Esta es la
pregunta acerca de la unicidad. Nétese que hay una infinidad de soluciones
para la ecuacion de primer orden (5) correspondientes a una infinidad de
modos ‘@e éscoger la coristante ¢ en la. Ec, (6). S5i R se espeifica para algin
tiempo ', esa’ condiciéit’ determinarg un valor para c; atin asi, no obstante, no
sabemos si hay 6tras soluciones para 1a Ec. (5) que también tengan prescrito el
valor R al tiempo ¢ predeterminado. Las cuestiones de existencia y unicidad
son cuestiones dificiles; éstas y otras cuestiones relacionadas con éstas, se
discutirén cuando sigamos adelante. '

Una tercera pregunta, mais prictica es: ;Dada una ecuacién diferencial de la
forma (3), cmo determinamos realmente una solucién? Podemos notar que si
encontramos una solucién de la ecuacién dada, tenemos contestada al mismo
tiempo la cuestidn de la existencia de una solucién. En cambio, sin conocer la
teoria de la existencia, podemos, por ejemplo, usar una gran maquina
qgglpu;adqxa -para encontrar una aproximaciéon a una “solucién’,f que, no'
existe. Aunque sepamos que una solucion existe, puede ser que la solucién no
sea expresable en términos de las funciones. elementales usuales: funciones
polinomiales, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, e_hiperbélicas, Por
* desgracia ésta es la situacién para la mayoria de las ecuaciones diferenciales,
Sin embargo, antes de considerar problemas dificiles, primero es necesario
dominar algo de la teoria elemental de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

... Eonaciones Lineales y No Lineales. Una segunda clasificacién importante
de - Jas.. ecuaciones -diferenciales ordinarias tiene que ver con que si las
ecuaciones son lineales .0 no lineales. La ecuacion diferencial

. STV '”'Rﬁ!,‘yi"’(i‘fio s y(p)) =i
$€)dice que es lineal si F es una funcién liksal en las variables y, y' . . . y(1),

Porllé tahid_lt“e&idén*diferencial ordinaria lineal general de orden n es
| AL gy 4 * + 8,02y = g(a). ®
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Las Ecs. (2), (4) y (5) de la secgidn anterior, son ecugciones_diferenciales
ordinarias lineales. Una ecuacién que no sea de la forma (8) es una ecuacion
no lineal. Por ejemplo, el 4dngulo 8 que forma‘.un péndulo - oscilante, de

longitud /, respectp a la vertical (ver figura 1.1) satisface ula gcuacién no lineal

ao g . »
» o ""‘—Seﬂ'o == Oa' / .- . N P 9
codt o ®)
b La teoria matemética')" las tépnicils para resolver ecuaciones lineales estin

7 altamente desarfoHdadas. En ébnf;ﬁ'sf"e‘, para ecuaciones 'no lineales 1a situacién
i Mo es tan satisfactoria. Las técnicas generales para resolver ecuaciones no
lineales son bastante deféctuosas; y' timbién la- teorfa “asociada Ycon tales
ecuaciones es mas dificil que para las ecuaciones lineales. En vista de esto, es
uy -afortunade que muchos. problemas.importantes conduzean a eciaciones
. diferenciales ordinarias linéales: 6‘que; al menos, en primera aproximacién; a
Z ‘’ecuaciones lineales. Por ejemplo, para el problema del péndulo, 5i el 4ngulo 6
7. es pequefio, entonces sen 0=6 y la Ec. (9) puede reemplazarse por“la
ecuacion lineal? R e e

. X : - i i - - N B »
Mo Pt ebs ; %0 e Rl Tl

_-:“a;+'lg6w0. . Sy ':‘,i”

‘Por otra parte, hay problemas fisicos importantes, tales como el flujo de

., Corriente en un tubo de electrones, en lo§ cualés ng es: posible aproximar a la
€cuacion no lineal que gobierna el problema, con una ecuacién lineal: la no.
linearidad es crucial. '

En un texto elemental es natural enfatizar la discusién de las ecuaciones
-lineales. La mayor parte de este libro esti dedicada ‘por lo tanto a las
‘ecuaciones lineales y a diferentes métodos para resolverlas. Sin embargo, una
gran parte del capitulo 2 trata con ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden, y los’ procedimientos numéricos del capitulo 7 son aplicables a

. ecuaciones no lineales. A través de todo el texto intentamos mostrar porqué

' ;h!'épuaciones no lineales son, en general, mis dificiles, y porqué muchas de
Ins técnicas que son utiles para resolver ecuaciones lineales no pueden aplicarse
‘pard'las ecuaciones 16 lineales.
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PROBLEMAS

1. Para cada una de las s1guientes gciaciones diferenciales determine su
orden y especifique si la ecuacion es lm?fal 0 no.

5

Ay dy ; dy
) @ d2+x‘-i—+2y_senx“v, b) A +y) 75+

dYy d"’y d¥y dy L1y oody n‘
)t dx3+@ dx+y.é=fl ﬂ)‘?;+.zg =0

d i d dy
);‘Z +sen(x+y) =senz . o f) ld:;‘;+::: + (cos®x)y = z?

2. Verifique. para cada una de las sxgulentes ecuaciones, que la funcién o
funciones dadas son soluciones de la ecuacmn dlferencml

Ly gy 0] (@) = ¢ 1y(E) = EOthz Ele o p i ml el
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’)v +2y -%vso v;(w)=e-“, y,(z)se” . ‘;'

et ) y + 4y”’ + 39 =z, yl(x) = :c/3 y,(x) =¥ + x/g
oy d) 228"+ 3zy’ —y = 0,505 () =.z/€, yg(@) = 21 ‘ i
e) ‘”’1‘/” + Say’ +4y =0,z >0; yl(x) =2 S,ys(x) =z zlnx ‘

," ,f) y‘ +y=secx 0§x<1r/§ y=¢(x) (cqsx)lncgsx +a:s¢,nx.

201k g)y —zﬁy=l y ¢(xl'§h‘ﬁ*xJ’ _"dt;i-e"’
25 Wb T sH N BEAIRE o [T R IERN] , .
29 3. sDetermines para que v:lorea de:p: tignen ; solucmnes do laijorma y —-,e”‘
scagda una de- lgs siguientes, ¢cuac10nes{ ;dlfqrengia,ges lmeales Vo A

. [RR .
Lot L =4

[

olis a) yl+ié‘yﬁax" ol : ~.4, b) y --y-=0 ;Wi!i;‘ -
(AT \nq“, s R V2R S I
c)y +y —6y—0 , DY -+ s et

:. 4, Determine para qué valores de r tienen soluciones de la forma y = x"
cada una de las siguientes ecuaciones: diferenmales lineales. !

1
a) x‘y"+4:vy +2y =0, ' x>0 ‘
b) x‘y Z aay’ +4y—07 T 2>0

NECH : Los e



