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Introducao

Uma grande parte deste trabalho é o resultado de uma revisao do texto intitulado
Introducao a Andlise em R™, que redigi hd mais de vinte anos para os alunos
que entao frequentavam no Instituto Superior Técnico a disciplina de Anélise
Matemdtica II. Decidi-me a efectuar essa revisdo — e até a acrescentar diversos
complementos cuja redacgdo estd em curso — porque alguns colegas e amigos me
asseguraram que o trabalho poderia ter ainda hoje alguma utilidade, como texto
de apoio a uma parte das suas aulas da referida disciplina.

Gostaria de deixar aqui expresso o meu reconhecimento aos Professores Fran-
cisco Teixeira, Jodao Palhoto de Matos e Pedro Girao e ao Engenheiro Paulo Abreu
pelas suas valiosas contribuigoes para a concretizacao deste projecto.

Lisboa, Novembro de 2002

Jaime Campos Ferreira






Capitulo 1

Generalidades e primeiros exemplos

1.1 Introducdo

Foi estudada anteriormente a noc¢ao geral de funcao. De forma intuitiva, pode
pensar-se que uma func¢do f associa a cada elemento x de um dado conjunto A,
chamado dominio de f, um e um s6 elemento f(x) de um conjunto B; o subcon-
junto de B formado por todos os valores f(z) é, como sabemos, o contradominio
de f.

No caso geral, A e B podem ser conjuntos com elementos de natureza qualquer.
No entanto, quase todo o nosso trabalho anterior incidiu sobre um caso particular,
alids muito importante: o de tanto A como B serem subconjuntos do conjunto R,
dos ntimeros reais (dizia-se entdao, como vimos, que as fungoes consideradas eram
fungoes reais de (uma) varidvel real).

Vamos iniciar agora uma generalizacao desse estudo, de enorme interesse em
toda a espécie de aplicagoes: estudaremos fungoes reais de m varidveis reais, (com
m inteiro positivo), isto é, fungdes cujo contradominio é ainda um subconjunto de
R mas cujo dominio é uma parte do conjunto R™ = R x R x --- x R (produto
cartesiano de m factores todos iguais a R). As fungoes deste tipo sdo também
designadas por fungoes reais de varidvel vectorial (expressao relacionada com a
designacao de vectores, dada correntemente aos elementos de R™). Mais geral-
mente ainda, varios aspectos do nosso estudo incidirao sobre fungoes vectoriais de
varidvel vectorial (fungdes com dominio A C R™ e contradominio B C R™ | com
m e n inteiros positivos).

Neste quadro geral, estudaremos varias nog¢oes fundamentais — como as de
limite e continuidade — e abordaremos o estudo do cédlculo diferencial, bem como
algumas das suas aplica¢oes mais importantes.

Recordemos que, antes de iniciarmos o estudo das fungoes reais de uma variavel
real, tivemos necessidade de organizar convenientemente os nossos conhecimentos
sobre o préprio conjunto R; da mesma forma, teremos agora de comegar por
estruturar de forma adequada o conjunto R™, para que possamos assentar numa
base sélida o estudo que vamos empreender. Esse trabalho serd feito no Capitulo 2]
dedicando-se os restantes pardgrafos deste capitulo a consideragao de exemplos e
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Capitulo 1. Generalidades e primeiros exemplos

a exposicao de algumas ideias muito simples, que convém abordar nesta fase
introdutéria do nosso trabalho.

1.2 Alguns exemplos de funcdes de duas varidveis reais

Uma funcdo real de duas varidveis reais, f, definida numa parte A de R?, faz
corresponder a cada par ordenado de ndmeros reais, (z,y), pertencente ao con-
junto A, um tnico nimero real, f(z,y). Vejamos alguns exemplos concretos.

1. Seja f a funcao definida pela férmula:
flz,y) =2 + ¢,

no conjunto de todos os pontos (z,y) € R2

Trata-se de uma funcao de duas varidveis, aqui designadas por x e y; convém
lembrar, no entanto, que as letras escolhidas para varidveis sao inteiramente
secunddrias: a mesma func¢ao poderia ser definida, por exemplo, pela fér-
mula:

fu,v) = u? + 02 (u,v) € R

Convém também observar desde ja que, se «fixarmos» uma das varidveis
num determinado valor, obteremos uma fun¢do de uma sé varidvel (a va-
ridvel «nao fixada»); assim, por exemplo, fixando y no valor 2 obter-se-ia a
funcao parcial (que designamos por ¢):

o(z) = f(2,2) = 2° +4, z €R.

Analogamente, atribuindo a x o valor —1 obter-se-ia uma nova fung¢ao par-
cial:
O(y)=f(-Ly)=y"+1, zeR

Como é 6bvio ter-se-ia, necessariamente:
p(—1) = f(=1,2) = ¥(2).
2. Considere-se agora a fungdo g definida pela férmula:

gz y) = Var+ 2 —1— /9 — a2 — 2,

no conjunto de todos os pontos (x,y) para os quais tem sentido (no con-
junto R, onde g toma valores) a expressao que figura no 2° membro.

Trata-se de uma funcao de duas varidveis reais cujo dominio pode repre-
sentar-se no plano zy pela coroa circular determinada pelas circunferéncias
de centro na origem e raios 1 e 3 (incluindo os pontos que pertencem as
préprias circunferéncias).



1.2. Exemplos de fungoes de duas varidaveis reais

B

Figura 1.1

Neste caso, se fixarmos por exemplo a varidvel x no valor 2, obteremos a
funcao parcial:

0(y) = 9(2,9) = V> +3 = /5 — ¢
cujo dominio é o intervalo [—\/3, \/3] . Se, em vez de x = 2, pusermos x = 0
ou x = 3, obteremos respectivamente as fungoes:

9(0,y) = V2 =1 =9 —¢?

9(3,9) = Vi + 8 — \/—y?

O dominio da primeira é o conjunto [—3, —1] U [1, 3] e o da segunda tem
apenas um ponto (o ponto 0).

. Seja h a fungao definida pela férmula

h(z,y) = arcsin f,

no conjunto de todos os pontos (z,y) € R? tais que arcsinz/y € R.

Y

Figura 1.2

E facil reconhecer que o dominio de h é o conjunto representado geome-
tricamente pelos dois dngulos verticalmente opostos que tém por lados as



Capitulo 1. Generalidades e primeiros exemplos

bissectrizes dos quadrantes pares e dos quadrantes fmpares, e que nao con-
tém o eixo das abcissas (os lados dos angulos referidos pertencem ainda ao
dominio, mas néo o seu vértice comum).

4. Convém observar que, tal como no caso das fungoes de uma sé varidvel,
para definir uma fun¢do de duas varidveis reais nao é necessdrio dar uma
expressao analitica. Assim, por exemplo, definir-se-ia também uma fungao
de duas varidveis reais por meio de qualquer dos enunciados seguintes:

(a) Seja f a fungdo definida em R? e tal que

f(x,y) =0 sez ey sao nimeros inteiros

f(z,y) =1 se x ou y ndo sao inteiros.

Ter-se-ia, por exemplo: f(1,—5) =0, f(2,1/3) = f(7,V/2) = 1, etc.

(b) Seja g a funcao cujo dominio é o circulo definido pela desigualdade
2+ y2 <4
e tal que

2 2

2 — 92 se x° 4y

g(z,y) =+1-z <1

g(x,y) =0 se 1 <o+ <4

Adiante faremos mais algumas referéncias as fungoes mencionadas neste
exemplo, a propdsito da nogao de grafico de uma fungao de duas varidveis
reais, considerada no pardgrafo seguinte.

1.3 Graficos e linhas de nivel

Consideremos no «espacgo ordindrio» um referencial cartesiano ortonormado. Por
um processo bem conhecido, cada ponto P do espago determina entao um terno
ordenado de nimeros reais (x,¥, z), designados respectivamente por abcissa, or-
denada e cota do ponto P; reciprocamente, cada terno ordenado de ntimeros reais
— isto é, cada elemento de R* — determina um ponto do espaco ordinério.

Assim, fixado um referencial, fica estabelecida uma bijeccao entre o conjunto
R? e o espaco ordindrio, considerado como conjunto de pontos.

Nestas condigbes, sendo z = f(z,y) uma fungao de duas varidveis reais, de-
finida num conjunto A C R2, chama-se grifico da funcdo f no referencial con-
siderado o conjunto de todos os pontos (z,y,z) cujas coordenadas verificam a
condigao z = f(x,y) (poderia também dizer-se que o grafico de f é o conjunto de
todos os pontos da forma (z,y, f(z,y)), com (z,y) € A).

10



1.3. (réficos e linhas de nivel

N
~—

Figura 1.3

Trata-se, como é evidente, de uma generalizacao natural da noc¢ao de gréfico
bem conhecida para as func¢oes de uma varidvel real. No caso destas fungoes, os
graficos eram geralmente «linhas» (pelo menos se as fungoes consideradas tivessem
«regularidade» suficiente). Para func¢oes de duas varidveis os graficos serdo, na
generalidade dos casos que nos interessard considerar, «superficies», contidas no
espago ordindrio.

Na Fig. tenta—se dar uma ideia do gréfico da funcao z = x?+y?, considerada
em no exemplo 1. A superficie em causa é um paraboléide de revolugao, que
pode obter-se fazendo rodar em torno do eixo dos z a pardbola situada no plano
dos yz e cuja equacdo neste plano é z = y?.

Figura 1.4

Na Fig. esboga-se o grafico da funcao g, do exemplo 4. b) de
Trata-se de uma superficie em forma de «chapéu», cuja «aba» é a coroa circu-

Figura 1.5
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Capitulo 1. Generalidades e primeiros exemplos

lar situada no plano zy e definida pela condigao:
1<’y <4,

isto é, a coroa limitada pelas circunferéncias de centro na origem e raios iguais a 1
e 2, (observe-se que nos pontos desta coroa circular, a fungdo z = g(x,y) assume
sempre o valor 0, o que significa que toda esta parte do grafico estd situada no
plano zy). A parte restante do grafico é um hemisfério, intersecgao da superficie
esférica de equagao

?+yt4 =1

com 0 «semi-espago superior», isto é, com o conjunto dos pontos de cota positiva.

Por ultimo, consideremos a func¢do f, definida no exemplo 4. a). O conjunto
de pontos que constitui o seu gréafico ndo é propriamente uma superficie: o gréfico
é formado por todos os pontos de um plano paralelo ao plano zy e situado uma
unidade acima deste (plano cuja equagao é z = 1), com excepgao dos que tém por
abcissa e por ordenada nimeros inteiros, cada um dos quais é «substituido» pela
sua projeccao ortogonal sobre o plano xy.

Notaremos agora que, embora seja bastante natural, a representacao gréfica
das fungoes de duas varidveis reais que temos estado a considerar tem o inconveni-
ente de exigir o recurso a modelos tridimensionais que, quando representados em
perspectiva numa folha de papel se tornam bastante menos sugestivos e mais difi-
ceis de interpretar (como o provam algumas das figuras insertas neste pardgrafo).
Por vezes, pode obter-se uma representagao plana mais esclarecedora a respeito
do grafico de uma funcao de duas varidveis recorrendo as chamadas «linhas de
nivel», usadas correntemente nas cartas topograficas para indicar a altitude dos
terrenos figurados.

A ideia de uma tal representacao é muito simples; sugeri-la-emos através de
um exemplo, o da funcao z = 2 + 2, cujo grafico esbocdmos na Fig. [1.4]

Se intersectarmos esse grafico com planos paralelos ao plano zy e de cotas po-
sitivas (isto é, com planos de equagdo z = ¢, com c¢ constante positiva), obteremos
circunferéncias de raio tanto maior quanto maior for a cota do plano secante.

Figura 1.6

12



1.4. Exemplos de fungoes

As linhas de nivel, algumas das quais estdo representadas na Fig. [I.6] sao pre-
cisamente as projecgoes destas circunferéncias sobre o plano horizontal (dos zy).
Para obter uma equacao da linha de nivel correspondente & seccao do paraboldide
com o plano z = ¢ basta substituir 2z por ¢ na equacio z = 2% + 32, obtendo-se

2242 =c

o que mostra que o plano horizontal de cota ¢ intersecta o paraboldide segundo
uma circunferéncia de raio /c.

Figura 1.7

Nas cartas topograficas, é frequente as linhas de nivel figuradas corresponde-
rem a planos secantes com cotas ¢ em progressao aritmética; em tal caso é facil,
por simples observacao, avaliar o declive do terreno representado na carta: assim,
nas zonas em que o declive é muito acentuado, como sucede habitualmente junto
de picos montanhosos, as linhas de nivel apresentam-se muito concentradas, muito
préximas umas das outras; nas regides sensivelmente planas (planicies, etc.) veri-
fica-se uma rarefaccao das linhas de nivel, que estdao entao bastante distanciadas

(Fig. [L.7).

1.4 Exemplos de funcoes de mais de duas variaveis reais

A nogao de fungao de trés (ou mais) varidveis reais define-se de forma ébvia:
funcao de trés varidveis reais é qualquer fungdo cujo dominio seja um subconjunto
de R3 (cubo cartesiano do conjunto R). Uma tal fungdo, f, faz corresponder
a cada terno ordenado (z,y,z), pertencente ao seu dominio, um determinado
numero real designado por f(z,y,z). Mais geralmente, sendo m um ntmero
inteiro positivo, qualquer funcao f cujo dominio A esteja contido em R™ é uma

fungao de m varidveis reais, cujo valor no ponto (z1,s,...,2,) € A se designa
por f(xy,2a,...,xy) (por vezes, quando ndo h4 risco de confusdo, a sequéncia de
m reais (z1,...,x,) é representada abreviadamente por « e o valor f(xy,..., =)

simplesmente por f(x), como se tratasse de uma fungao de uma sé varidvel real).
Como exemplos consideremos as fungoes:

f(z,y,2) = 1/zyz,
g(x,y, Z) — lim ({L‘2n +y2n + Z’,Qn)7

n

h(z1, Ta, ..., T) = log (2] + 25+ -+ 22,)

13



Capitulo 1. Generalidades e primeiros exemplos

supostas definidas no conjunto de todos os pontos (do espago R? nos dois primeiros
casos e de R™ no terceiro) nos quais tém sentido as expressoes indicadas nos
segundos membros das igualdades correspondentes.

Facilmente se reconhece que o dominio de f é o conjunto de todos os pontos de
R3 que ndo pertencem a qualquer dos planos coordenados (isto é, dos planos dos
xy, dos xz e dos yz, cujas equagdes sdo, respectivamente, z =0, y = 0 e x = 0).
Com efeito, a expressdo 1/zyz tem sentido no corpo real sse z, y e z verificam as
condigoes

r#0, y#0 e z#N0.

Por sua vez, o dominio da funcao g é o cubo constituido por todos os pontos
de R? cujas coordenadas verificam as relagoes: |z] <1, |y| < 1e |z| <1, isto ¢, o
cubo centrado na origem, com faces paralelas aos planos coordenados e arestas de
comprimento igual a 2. Para reconhecer que é este o dominio de g basta lembrar
que se tem:
0 se |z| < 1
lim 2°" = { 1 se |z| =1
n—oo
+oo  se |z| > 1,
donde facilmente se deduz também que g toma o valor 0 em todos os pontos
(z,y, z) situados no interior do cubo (isto é, que pertencem ao cubo mas nao a
qualquer das suas faces), o valor 1 em qualquer ponto situado numa face mas nao
numa aresta, o valor 2 nos pontos das arestas distintos dos vértices e, finalmente,
o valor 3 em cada um dos vértices do cubo. Nos pontos (z,y, z) situados fora do
cubo tem-se
hm (m2n+y2n+22n) = 400

n—oo
nao estando portanto a funcao g definida em qualquer desses pontos.
Finalmente, a fungao h tem por dominio todo o espagco R™ com excep¢ao
da origem; com efeito, log(z? + - - - + x2,) converte-se num ntimero real se forem
atribuidos a z, ..., z,, valores tais que

T+ 3y 44, >0,

o que se verifica em qualquer ponto (z1,...,x,) # (0,0,...,0).
Pode observar-se ainda que a funcao h é constante em cada uma das «hiper-
superficies» definidas (no espago R™) por equagoes da forma

2 2 2
rt+r+ -+, =Cc,

com ¢ > 0, as quais podem chamar-se «hipersuperficies de nivel» da fungdo con-
siderada (generalizando a nogao de «linha de nivel», introduzida anteriormente).
No que respeita a representacao geométrica de fungoes de mais de duas varid-
veis, limitar-nos-emos a observar que, mesmo para uma funcao de trés varidveis
reais, u = f(z,y,2), ndo se pode ja visualizar um «gréfico» (no espago ordi-
nério, tridimensional, ndo é possivel figurar quatro eixos ortogonais dois a dois,

14



1.4. Exemplos de fungoes

para representar as varidveis x, y, z e u). Em tais casos pode ser 1til recorrer
representacao de «fungoes parciais», obtidas por fixacao de algumas das varidveis.

Assim por exemplo, para estudar a funcdo z = 2% + y? + t? pode observar-se
que, para t = 0, a funcdo parcial correspondente, z = 22 + y? , tem por gréfico
o paraboldide representado na Fig. para t = 1, o grafico da fungdo parcial
2 = 2% + >+ 1 é também um paraboldide, obtido do anterior por translacio de
uma unidade na direc¢ao e sentido do eixo dos z, etc..

Deve, no entanto, observar-se que, embora a representagao geométrica se torne
menos cémoda e também menos ttil no caso das fungbes de m varidveis reais,
com m > 2, o estudo da teoria destas fun¢des por via analitica se reduz quase
sempre a uma generalizacdo simples e directa da teoria correspondente para as
fungoes de duas varidveis; em contrapartida, como teremos oportunidade de ver
na sequéncia, a passagem de uma a duas varidveis «independentes» introduz, de
facto, novas situagoes e algumas dificuldades em vérios aspectos da teoria.

15
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Capitulo 2

Estruturacao algébrica e topoldgica de R™.
Sucessoes

2.1 O espaco vectorial R”; produto interno, norma e distancia

Sendo m um numero inteiro positivo, os elementos do conjunto R™ sao, como
sabemos, todas as sequéncias[] (ou sucessoes finitas) de m ndmeros reais, repre-
sentdveis na forma:

T = (.1'171'2, s 7xm)7
com Ti,To,...,%, € R. Como resulta da prépria definicdo de sequéncia, se
x = (r1,%2,...,Tm) €Yy = (Y1,Y2,-..,Ym) sdo dois elementos de R™, a igualdade

x = y é verificada sse o forem conjuntamente as m igualdades:
rr = Y1, T = Yo, ey Tm = Ym-

Assim, cada elemento @ = (x1, 23, ..., x,) € R™ determina, de forma univoca,
cada uma das suas coordenadas, x1, s, ..., T, (designadas, respectivamente, por
12, 2% ..., mPcoordenada de x). Nestas condigoes, fixado m € Ny, para cada
inteiro positivo j € {1,2,...,m}, convencionaremos chamar projeccao de ordem j
e designar por p; a aplicacao de R™ em R que faz corresponder a cada © € R™ a
sua 7% coordenada:

pi(x) =21,..., Pm(T) = Tpn,

se x = (x1,...,%,). Por exemplo, no caso m = 3 (e portanto com = € R3) os
nimeros reais p;(x), po2(x) e p3(x) corresponderiam respectivamente & abcissa, &
ordenada e & cota do ponto do «espaco ordindrio» identificado com o elemento @
(cf. [1.3).

Convém-nos agora introduzir no conjunto R™ uma operac¢ao bindria — cha-
mada adicdo — definida pela forma seguinte: sendo = = (z1,29,...,2,) €

IRecorde-se que, sendo A um conjunto qualquer, uma sequéncia de m elementos de A é
qualquer aplicagdo do conjunto dos m primeiros inteiros positivos, {1,2,...,m}, no conjunto A4;
a sequéncia que transforma cada inteiro positivo j (com 1 < j < m) no elemento a; de A ¢
usualmente representada por (ai,as,...,amn).

17



Capitulo 2. Estruturacao de R™. Sucessoes

vy = (y1,Y2,-..,Ym) elementos quaisquer de R™, a soma de x e y, designada
por @ + vy, serd por definicdo o elemento de R™:

w+y:(I1+y17x2+y27"->xm+ym)-

Muitas vezes, para interpretar geometricamente os elementos de R™ —
com m = 3 e, de forma andloga, nos casos m = 1 e m = 2 — é preferi-
vel, em lugar da identificagdo com «pontos» do espaco ordindrio referida
em identificd-los com «vectores» (no sentido atribuido a este termo na
Geometria elementar). Nesta interpretacdo, depois de fixado um referencial
Ozyz no espaco ordindrio, o elemento (a, b, c) de R? fica a corresponder, ja
nao ao ponto P de coordenadas a, b, ¢ no referencial considerado, mas antes
ao vector representado por oP (onde O é a origem do referencial).

Reconhece-se facilmente que, com esta udltima interpretacado, a adigdo
que acabamos de definir em R™ corresponde precisamente (se m < 3) a
adigdo de vectores considerada na Geometria elementar (na qual a soma de
dois vectores era geralmente determinada pela «regra do paralelogramo»).

Verifica-se imediatamente que a adigao definida em R™ é comutativa (x +y =
Y+ x, Yo,y € R™) e associativa (x + (y + z) = (x + y) + z, Vo, y,z € R™);
¢ também 6bvia a existéncia de um elemento de R™ — o elemento com todas as
coordenadas nulas, que designaremos por 0 — tal que, para qualquer * € R™,
x + 0 = x; além disso, dado ® € R™ existe sempre um elemento do mesmo
conjunto — chamado simétrico de & e designado por —ax — que verifica a condig¢ao
x+(—x) =0 (sex = (x1,...,%y), entdo —x = (—x1,..., —,,) como é evidente).
As quatro propriedades acabadas de mencionar podem sintetizar-se dizendo que
R™, com a operagao de adigdo considerada, ¢ um grupo comutativo.

Alids, dessas quatro propriedades podem deduzir-se muitas outras (como vi-
mos no estudo dos nimeros reais) de tal forma que, em termos algo imprecisos,
poderd afirmar-se que a adicdo em R™ — bem como a subtracc¢ao, definida de ma-
neira 6ébvia — gozam da generalidade das propriedades das operagoes homénimas
definidas em R.

Em contrapartida, a multiplicagdo de ntimeros reais nao pode generalizar-se
ao quadro dos espagos R™ mantendo todas as suas propriedades essenciais (por
exemplo s6 para valores muito particulares de m é possivel definir uma multipli-
cacdo de maneira que R™ fique munido de uma estrutura de corpo). Tém, no
entanto, o maior interesse as duas operagoes de multiplicagao que introduziremos
na sequéncia, cada uma das quais constitui, sob certos aspectos, uma generalizagao
da multiplicacao usual de nimeros reais.

A primeira dessas operagoes — chamada multiplica¢io por escalares (ou por
nimeros reais) — tem por dados um nimero real e um elemento de R™ sendo o re-
sultado um elemento de R™. Em termos precisos, se « € Re x = (1, 29,...,%,) €
R™, chama-se produto de o por x e designa-se por ax o elemento de R™:

ax = (ary, axs, ..., 0Ty).

18



2.1. Produto interno, norma e distancia

(Geometricamente, no caso de ser m < 3, esta operacao corresponde & multi-
plicacéo usual de um ndmero real por um vector.)
Reconhece-se imediatamente que, se a, 5 € R e x,y € R™, se tem:

alx+y) =ax+ ay
(a+ p)x = ax + fx
a(fz) = (af)z

lx =«

Todas estas propriedades — e ainda as que resumimos ao afirmar que R™ é
um grupo comutativo relativamente a adicao — podem por sua vez sintetizar-
se dizendo que R, munido com as operacoes de adicao e de multiplicagao por
escalares, é um espaco vectorial sobre o corpo real, ou apenas um espaco vectorial
real?l

Fixado um inteiro positivo m, convencionaremos designar por e; (para j =
1,...,m) o vector de R™ com todas as coordenadas nulas excepto a de ordem j,
que ¢ igual a 1:

er=(1,0,...,0), ..., en=(0,0,...,0,1).

Por exemplo, para m = 2, haverd sé dois vectores a considerar: e; = (1,0) e
€y = (O, 1)

Nestas condigdes, sendo @ = (x1, z3, . .., x,,) um vector qualquer de R™ ter-se-
4, atendendo as defini¢oes de adigdo e multiplicagao por escalares:

x=(r1,...,Tm) = (x1,0,...,0) +--- 4+ (0,0,...,0,2,,)
= 21(1,0,...,0) + - + 2,,(0,0,...,0,1)

ou
T =2x1€e + 1€+ -+ €.

Sendo ui,usg, ..., ux vectores de um espago vectorial real (por exemplo,
de um espago R™, com m € Nj), diz-se que um vector u do mesmo espago
é uma combinacdo linear de wi,uo,...,u; sse existem k nimeros reais
a1, a, ..., qp tais que se verifique a igualdade:

U = qru + aug + -+ apUg.

Quando qualquer vector u do espago vectorial considerado pode ex-
primir-se como combinacao linear de wj,ug,...,u; de forma unica (isto
é, quando para todo o u existem escalares oy, as,...,ap por forma que a
igualdade anterior seja verificada e, além disso, a verificacdo conjunta dessa
igualdade e de

u = B1uq + Bauz + - - + Bruy

2% habitual chamar vectores aos elementos de qualquer espaco vectorial; por isso, de aqui
em diante, chamaremos correntemente vectores aos elementos de R™. Os niimeros reais serdo
também designados por escalares.
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implique oy = (1, ag = B2, ..., ap = [k) diz-se que os vectores
U1, U9, ..., u, constituem uma base do espago vectorial considerado.
Usando esta terminologia, corrente em Algebra Linear, poderia dizer-se
que os vectores e, e, ..., e, constituem uma base do espago vectorial R™
(serd 1til, como exercicio, justificar cuidadosamente esta afirmacao). Deve
observar-se que o espago R™ tem infinitas outras bases; aquela a que nos
referimos especialmente costuma ser designada por base candnica de R™.

Introduziremos agora a segunda das operagoes de «multiplicagdo» a que an-
teriormente fizemos referéncia. Sendo x,y € R™, & = (r1,29,...,%,) € Yy =
(Y1, Y2, - - -, Ym), chama-se produto interno de x e y ao ntimero real

T-Y =Ty + oYz + 0t Tnlme

Assim, por exemplo, ter-se-4, para i,j € {1,2,...,m}.
1 sei=3
€ € = .
0 sei#j.

Verificam-se sem qualquer dificuldade as seguintes propriedades do conceito de
produto interno: para qualquer o € R e quaisquer @, y, z € R™,

Pl) x-y=y-x

)
P2) (x+y) - z=x-z+y-zex-(y+2z)=x-y+x- =z
P3)

(ax) -y =a(z-y) =z (ay)
P4) 0-0 =0 e, para qualquer « # 0, - x > 0.

A nogao de produto interno serd usada frequentemente na sequéncia deste
curso; neste momento, convém-nos utilizé-la para introduzir um outro conceito,
fundamental em tudo o que segue: a norma de um vector de R™, generalizagao da
nocao de médulo de um niimero real (ou da de médulo — ou comprimento — de
um vector, no sentido considerado na Geometria).

Sendo & € R™, chamaremos norma de x e designaremos pelo simbolo ||z|| , o

nimero real:
|zl = V& -z

(observe-se que, segundo P4, se tem x - & > 0, para qualquer & € R™).

No caso particular de & ser um vector de R* ou R® — x = (z;,25) ou =
(1, e, x3) — interpretdvel, no plano ou no espago ordindrio, como um vector oP
— a norma de x, dada por:

2 2
— V1 + x5 se m =2
€T g €T - g
I Vai+r3+ a3 sem =3,
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2.1. Produto interno, norma e distancia

coincidird com o médulo do vector OP (ou com a distancia do ponto P & origem).
Se m = 1, o vector * = (x1) pode identificar-se com o nimero real x; e a sua
norma, \/37% , coincide com o médulo do ntdmero real ;.

Para ntmeros reais, sabemos bem que sao verificadas as propriedades seguin-
tes:

M1) |z| > 0 (com |z| =0 sse z = 0)
M2) |ay| = |z[y|
M3) [z +y| <[z +ly|.

Convém-nos agora ver em que medida estas propriedades sdo generalizéveis
(através do conceito de norma) ao caso dos espagos R™.

A extensdo da primeira é trivial; com efeito, se € = (x1,...,x,) € R™, tem-se,
evidentemente:

N1) |z|| =22+ a2+ - +22 >0,sex #£0e]0]=0.

Para tentar generalizar M2), hd que considerar separadamente o produto por
escalares e o produto interno. No primeiro caso, deduz-se imediatamente:

lazl| = lazr, . .., 2]l = ll(@z1, .. ., a2

:\/oﬂx%—l—---—ka%?n: lafy/2+ -+ 22,
ou
N2) [Joz|| = |af|2]]

No segundo, obtém-se uma relagao de grande utilidade, chamada desigualdade
de Cauchy-Schwarz:

z-yl <lzllyl, Ve yeR™

Esta relagao pode justificar-se pela forma seguinte: sendo x e y dois vectores
quaisquer de R™, observe-se em primeiro lugar que, para qualquer o € R, se tem
(de acordo com a definigdo de norma):

(z+ay) - (z+ay) = |z +ay|* > 0.
Por outro lado, das propriedades indicadas do produto interno logo resulta:

(x+ay) (x+ay) =« (x+ay) + oy - (x+ ay)
:m-m+am-y+ay-m+a2y-y
= ll=l* +2(z - y)o + |y,

o que permite deduzir que, para qualquer a € R,

lyll*e” +2(x - y)o + [|2[* = 0.
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A expressao que figura no 1° membro desta desigualdade é um trinémio do
2° grau em « (com coeficientes dependentes dos vectores dados, x e y); como é
sabido, para que o trinémio aa? + ba + ¢ assuma valores nio negativos qualquer
que seja o valor real atribuido a «, é necessdrio que o seu discriminante nao seja
positivo (b* —4ac < O)E| Pode portanto concluir-se que se verifica necessariamente
a relagao:
= y* = [=[*[lyl* <0,

donde imediatamente se deduz a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
No caso particular em que « e y sdo vectores nao nulos do espago R? ou

R3, interpretéveis como vectores no plano ou no espaco, pode verificar-se
que ¢é vélida a relagéﬂ

x -y = ||z|[|y[| cos b,

onde 0 designa o angulo dos dois vectores (Figura [2.1). Este facto sugere
que se procure definir mais geralmente angulo de dois vectores nao nulos do
espago R x e y, como sendo o ntimero real:

6 = arccos ————.
||y
Contudo, nao seria legitimo adoptar esta definicdo se nao estivesse assegu-
rado que (para ,y # 0) a expressao
T-y
|y

assume apenas valores do intervalo [—1, 1]; esta garantia resulta imediata-
mente da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Q
Y P
0 X
0
Figura 2.1

E 1til mencionar que, quando o produto interno de x e y é nulo (o
que se passa se algum desses vectores é igual a 0, ou se o seu angulo é

3Convém notar que a afirmacdo é correcta, mesmo na hipétese de ser nulo o coeficiente de
o?.
4Com referencial ortonormado; nao sendo o referencial ortonormado, a relacdo mantém-se,

mas o produto interno de & e y nao pode ser definido pela férmula que indicdmos.
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igual a 7/2) costuma dizer-se que os vectores x e y sdo ortogonais. Pode
observar-se ainda que, das igualdades:

lz+yl>=(x+y) (x+y) =z +2z y+|y|°
resulta, no caso de x e y serem ortogonais:
lz+yl* = llz|* + |yl

relagdo que generaliza o cldssico teorema de Pitdgoras.

Podemos agora generalizar, para vectores do espago R™, a propriedade M3,
relativa ao médulo de uma soma. Sendo x,y € R™, tem-se:

lz +yl* = llz|* + 2z - y + ||yl
< lll* +2Jz - y[ + [ly]l%,

donde, atendendo a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
2 +ylI* < llzl* + 2llzllyll + [yl = (=] + [ly[)*.
Desta relacao deduz-se imediatamente a propriedade que pretendiamos obter:

N3) lz +yl <l + llyll

Esta propriedade estende-se ao caso de uma soma com qualquer nimero (fi-
nito) de parcelas. Assim (como pode justificar-se por indugao, usando a associati-
vidade da adi¢do de vectores e N3), se ui, us, ..., u;, € R™, é vilida a relagao:

lur + g + - ]| < Jlunl] + flus| 4 -+ [l

Costuma dizer-se que um espago vectorial real é um espaco normado
se estiver fixada uma aplicagdo que faga corresponder a cada vector @ do
espago considerado um ndmero real p(x), por forma que sejam verificadas
as condicbes seguintes:

1. Para qualquer vector x do espaco, p(x) > 0; p(x) = 0 sse & é o vector
nulo;

2. p(ax) = |a|p(x) (para qualquer real a e qualquer vector x);
3. p(x+vy) < p(x)+ p(y) (quaisquer que sejam os vectores « e y).

Em tal caso, o nimero real p(x) chama-se ainda norma do vector x.
Assim, as trés propriedades N1, N2 e N3 atrds verificadas permitem-nos
afirmar que o espaco R™, com a aplicagdo que associa a cada x o real ||z||,
é um espago normado.

Convém observar que podem definir-se no mesmo espaco vectorial R™
outras «normas», isto é, outras aplicagbes p : R™ — R verificando as trés
condigoes atrds referidas (dir-se-ia entdo que se tinham introduzido em R™
outras estruturas de espa¢o normado). Por exemplo, é facil verificar que
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sdo também normas sobre R™ as aplicagoes que fazem corresponder a cada
x = (z1,...,Ty) 08 nUimeros reais:

pH(®) = x| + |z2| + - + 2]

ou
p(x) = max {|x1|, |xal, ..., |zm|}-

E curioso observar — mesmo que de forma necessariamente pouco pre-
cisa — que em todas as defini¢oes e teoremas subsequentes que fardo intervir
o conceito de norma, poderfamos utilizar, em lugar da norma inicialmente
considerada (||x||), as duas que acabam de ser mencionadas (ou qualquer
das outras infinitas normas que podem definir-se em R™), obtendo-se sem-
pre resultados essencialmente equivalentes. No entanto, quando na sequén-
cia voltarmos a utilizar o termo «norma» deverd sistematicamente enten-
der-se (salvo mengao expressa em contrario) que pretendemos referir-nos a
lnica noc¢ado de norma considerada antes do inicio desta nota.

Sendo © = (x1,...,Zm) € Yy = (Y1,.-.,Ym) dois elementos quaisquer de R™,
chamaremos distincia de  a y — e designaremos por d(x,y) — o ntmero real:

d@,y) = |z —y| = (21— y)? + - + (20— yu)?.

Para ver como esta defini¢ao é natural, basta notar que, no caso de ser m igual
a 1, 2 ou 3 — e interpretando agora, de preferéncia, e y como pontos da recta,
do plano ou do espago — a igualdade anterior se transforma nas férmulas para o
célculo da distancia de dois pontos, bem conhecidas da Geometria Analitica.

Verificam-se sem qualquer dificuldade as seguintes propriedades da nogao de
distancia: quaisquer que sejam os vectores x,y,z € R™,

D1) d(z,y) >0ed(xz,y) =0ssex =1y
D2) d(z,y) = d(y, z)
D3) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Sendo E um conjunto qualquer, costuma chamar-se distdncia sobre E
a qualquer fungdo que associe a cada par ordenado (x,y) de elementos de
E um ndmero real que poderemos designar ainda por d(z,y), por forma
que sejam verificadas, sempre que x,y, z € F, as condigoes D1, D2 e D3. O
conjunto E, com uma determinada funcdo de distdncia, constitui o que se
chama um espaco métrico.

Assim o conjunto R™, com a distancia d(x,y) = || —y||, ¢ um exemplo
de um espago métrico.

A nocéo de espago métrico, e também a de espaco normado referida
anteriormente, tém, contudo, possibilidades de utilizagdo muito mais vastas
do que a correspondente ao caso dos espacos R™ que estudaremos neste
curso. Por exemplo, em muitos espagos funcionais importantes (espagos
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cujos «vectores» sao fungdes continuas, funcoes diferencidveis, fungdes inte-
graveis, etc.) podem introduzir-se de maneira natural no¢oes de norma ou
de distancia, a partir das quais sdo generalizdveis em grande parte a esses
espagos os conceitos e os resultados mais significativos que aqui estudare-
mos apenas para os espagos R”". Nomeadamente, no quadro bastante geral
dos espagos normados, pode estruturar-se um cédlculo diferencial andlogo ao
que vamos estudar neste curso e que o contém como caso muito particular.
E o mais interessante é que, longe de constituirem meras especulagoes de
interesse puramente tedrico, essas generalizagoes da teoria das fungoes de
varidvel real — que constituem um dos objectos de um ramo da Matema-
tica chamado Anadlise funcional — s&o susceptiveis de aplicagoes de grande
alcance na Fisica, na Engenharia e em diversos outros dominios da Ciéncia
e da Técnica.

Recorrendo & nogao de norma (tal como no caso de R recorremos & de mo-
dulo) ou, se preferirmos, a de distancia, podemos agora introduzir em R™ vérios
conceitos fundamentais, que dardo uma base sélida para o nosso estudo do cédlculo
diferencial em R™. Esse trabalho serd feito, em grande parte, nos pardgrafos se-
guintes deste capitulo, reservando-se a parte restante do presente pardgrafo apenas
a generalizacdo a R™ da noc¢ao de vizinhanga de um nimero real.

Recordemos que, em R, designdmos por vizinhanga € de um ponto a (a € R,
e > 0) o conjunto de todos os reais z tais que |z — a|] < e. Numa ordem de ideias
semelhante, sendo agora a = (ay,as,...,a,) € R™ e € um nidmero real positivo,
chamaremos bola (ou bola aberta) de centro a e raio € ao conjunto de todos os
x € R™ tais que ||x — al| < ¢; para designar este conjunto usaremos o simbolo
B.(a). Eventualmente faremos também referéncia a bola fechada de centro a e
raio €, conjunto de todos os pontos  de R™ tais que ||x — al| < e.

Para m =1 (e a € R, portanto) B.(a) ¢ precisamente a vizinhanga € de a ja
conhecida, representével na recta por um segmento (privado dos extremos) com
centro no ponto a e comprimento 2¢; paran = 2 ou n = 3] e a = (a1,az) [ou
a = (ay,as,a3)], a imagem geométrica de B.(a) ¢é o circulo «aberto» [ou a esfera
«aberta»| de centro a e raio ¢, isto é o conjunto de todos os pontos do plano [ou
do espago] cuja distancia ao ponto a é menor do que e.

Com a € R™ e sendo € e ¢ dois reais positivos tais que € < €, tem-se, como
evidente, B.(a) C Bu(a). E também facil verificar que qualquer bola de R™
é um conjunto infinito e ainda que a interseccao de todas as bolas centradas no
ponto a é o conjunto formado apenas por este ponto, {a} (o qual, porém, nao
é uma bola). Observemos finalmente que, sendo a,b € R™ e a # b, é sempre
possivel determinar uma bola centrada em a, B.(a), e outra bola centrada em b,
Bs(b), que sejam disjuntas (bastard escolher os reais positivos 0 e € por forma que
d+e<|b—al).

Na estruturagao de alguns conceitos fundamentais da Andlise em R™ — por
exemplo, o de limite — as «bolas» acabadas de definir desempenharao natural-
mente o papel que coube as «vizinhangas», no caso de R. Vé-lo-emos ja no para-
grafo seguinte, no que respeita a noc¢ao de limite de uma sucessao, e no proximo

[©N
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capitulo, ao estudarmos limites e continuidade para fungoes mais gerais. Além
disso, no paragrafo final deste capftulo, a nogdo de bola serd também utilizada
para a defini¢do de diversos conceitos de natureza «topolégica», indispensédveis no
estudo do célculo infinitesimal para funcoes de mais de uma variavel real.

Convém no entanto deixar aqui registado que, no quadro dos espagos
métricos, o termo wvizinhanca é usado numa acepcdo muito mais geral do
que aquela a que acabamos de referir-nos. Concretamente, sendo E um
espago métrico e a um elemento de E, chama-se vizinhanca de a a qual-
quer conjunto V' C E que contenha alguma bola de centro a; assim, V é
vizinhanga de a sse existe € > 0 tal que Be(a) C V (B(a) é , por definigdo
o conjunto de todos os elementos x € E tais que d(x,a) < €, sendo d a
funcéo distancia considerada no espago métrico E).

Neste texto, porém, s6 bastante mais adiante teremos necessidade de
utilizar esta nogdo mais geral de vizinhanga, e mesmo assim apenas no
quadro do espaco R™.

2.2 Sucessdes em R™

Comecemos por recordar que, sendo A um conjunto qualquer, se chama sucessao
em A (ou sucessio de termos em A) a qualquer aplicacdo do conjunto Ny, dos
inteiros positivos, no conjunto A.

Se uy; wy ... u, ... ¢ uma sucessao em R™, e se, para cada inteiro positivo
J < m, designarmos por u,; a j* coordenada de u,, (isto é, se pusermos p;(u,) =
Upj), ter-se-4:

u; = (Uu, Uy, - - - 7U1m)
U = (u21, U2g, - - - >U2m)
u, = (unlv Up2,y - - - aunm>

Assim, cada sucessao em R™ determina m sucessoes de termos reais, a que cha-
maremos sucessoes coordenadas da sucessao dada; mais precisamente, a sucessao
numeérica:

Uy Ugj « .. Ung
¢ a sucessao coordenada de ordem j da sucessao u, considerada (1 < j < m)ﬂ
Por exemplo, para a sucessao em R?

Uy =1\ —,Nn
n

5J4 sabemos que sé como «abuso de notacdo» pode aceitar-se o uso do sfmbolo u,, — que
designa o termo de ordem n da sucessdo, isto é, o valor por ela assumido no ponto n — para
designar a prépria sucessao.
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as sucessoes coordenadas sao

1
Unt = — € Up2 =N.
n

Estendem-se naturalmente as sucessoes em R™ as operagoes algébricas defini-
das no pardgrafo 2.1} Assim, sendo u,, e v,, sucessdes em R™ e a € R, a soma de
u, € v, e o produto de a por u, sao, respectivamente, as sucessoes em R™:

U +vy U +vy ... U, +v,

au; aduUus Ce AUy

e o produto interno de u, e v, é a sucessao de termos reais:
Uy -V Ug -V Uy - Uy

Introduziremos agora a seguinte defini¢do, que generaliza de forma inteira-
mente natural uma outra bem conhecida do estudo das sucessoes reais:

Seja u, uma sucessao em R e u um vector de R™; diz se que u,, tende ou
converge para u — € escreve-se u,, — u — sse, qualquer que seja a bola centrada
em u, B.(u), existe um inteiro positivo p tal que u,, € B.(u) para todo o n > p.

Reconhece-se sem dificuldade que esta definicdo poderia também ser formu-
lada, equivalentemente, de qualquer dos modos seguintes:

e wu, converge para u sse, para todo o € > 0 existe p tal que n > p =
lu, —ul| < ¢

ou:
e u, converge para u sse a sucessao real ||u, — u|| converge para 0.

Por exemplo, a sucessdo em R3:

n—1 1
n — 7()’_
w= (0 5)

converge para o vector e; = (1,0,0). Para o reconhecer, basta notar que:

1 1
lu, — el = 2 3
é um infinitésimo.
Naturalmente, diz-se que uma sucessao em R™, u,, é convergente sse existe
u € R™ tal que uw,, — wu.
Antes de prosseguir, convém fazer uma observacao simples, que nos facilitard
a obtengao de resultados posteriores.
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Como vimos, qualquer vector & = (z1,9,...,%,) € R™ pode exprimir-se
como combinagao linear dos vectores da base candnica, pela forma seguinte:

r=x1€ + T3+ -+ Tp€n.
Desta igualdade resulta, atendendo a propriedades da norma jé estudadas:

2] = llz1er + -+ zmenl|
< [lzren + -+ + lzmenl|
= [eallles]l + - -+ [zml[lenll

= [z1] 4+ + ol

Por outro lado (escolhido arbitrariamente um inteiro positivo 7 < m), se mul-
tiplicarmos internamente por e; ambos os membros daquela mesma igualdade,

obteremos:
x-e; = (rie1+ -+ Tn€n)- €
= rier-e)) + ot Tnlen - e)
g 'rjﬂ

donde, atendendo a desigualdade de Cauchy-Schwarz, se deduz imediatamente:
|75 = [z - e < [zllle;]| = llz]
Assim, para qualquer j € {1,2,...,m}, tem-se:
|z < lael] < | + [aa] + - 4 [2m].

Consideremos agora uma sucessao em R, u, = (Up1, Up2, - - - , Upyy) € UM VEC-
tor @ = (a1, as,. .., ay,) do mesmo espago.
De acordo com a observagao precedente, ter-se-4 (para todo o inteiro positivo

j<metodoonéeN):
U — aj| < luy — all < |un —ar] + - + [tnm — aml.
A primeira destas desigualdades mostra que, se w, — a (isto é, se
|, — a| — 0) também |u,; — a;| — 0 e portanto (qualquer que seja o in-
teiro positivo j < m) a sucessdo coordenada de ordem j, u,;, converge para a,

(em R); a segunda desigualdade permite reconhecer que, reciprocamente, se se
tiver u,; — a; para j = 1,...,m (o que implica que a soma

|un1 - all + |un2 - a2| +--+ |unm - aml

tenda para 0), ||u, — a| tenderd para 0 e portanto u,, tenderd para a em R™.
Pode portanto enunciar-se o seguinte:

28



2.2. Sucessoes em R™

Teorema 2.1. Para que uma sucessio em R™, u, = (Up1,. .., Unm) S€ja conver-
gente € mecessdrio e suficiente que o sejam todas as suas sucessoes coordenadas;
além disso, na hipdtese de convergéncia de w, para a = (ay,...,a,) tem-se, para
j=1,...,m:
a; = lim u,;.
n—oo
Daqui decorre imediatamente a unicidade do limite: Se, com b = (b1, ..., by,),

se tiver conjuntamente uw,, — a e u,, — b, ter-se-4 também:

= ity by = g
e portanto, atendendo & unicidade do limite para sucessoes reais, a; = b; (para
j=1,...,m), isto é, a =b.

Naturalmente, quando u, é convergente, chama-se limite de w, ao (tnico)
vector a tal que uw,, — a, podendo entdo escrever-se lim,_ ., %, = @ ou apenas
limu, = a.

A partir das definicoes de convergéncia e limite para sucessoes em R™ ou
entdo (como fizemos na precedente justificagdo da unicidade do limite) recorrendo
ao Teorema [2.1] e a resultados bem conhecidos para as sucessoes reais, obtém-se
sem qualquer dificuldade as propriedades seguintes, que nos limitamos a enunciar
(un, v, sao sucessoes em R™ e a € R™; a,, é uma sucessao real).

e Se para todo o n (a partir de alguma ordem) w, = a, entdo limu, = a.
o Selimu, = a ewu,, ¢uma subsucessao de u,, limu,, = a.

e Se u, e v, sGqo sucessoes convergentes, U, + V,, Uy — Vp, Uy - U, € ||[Uy|
também o sdo e:
lim(w, + v,) = limu, + limv,

lim(w, — v,) = limu, —limv,
lim(u, - v,) = limu, - limv,

lim ||w,|| = || lim w,||.
e Sea, eu, convergem, a,u, também converge e:

lim(a,u,) = (lima,)(limw,).

Outro conceito importante que pode generalizar-se naturalmente para suces-
soes em R™ é o de sucessao limitada: diz-se que a sucessao u, € limitada sse
existe um ndmero real k tal que se tenha ||u,| < k para todo o n € N (ou, o que
é equivalente, se existe uma bola centrada na origem| que contenha todos os seus
termos).

60u, como ¢ ficil de ver, centrada em qualquer outro ponto a € R™.
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Supondo u,, = (Up1, ..., Unm) € J € {1,...,m}, da primeira das desigualdades:

infere-se que, se u,, é limitada, qualquer das suas sucessoes coordenadas é uma
sucessao limitada (em R); da segunda resulta que, sendo todas as sucessoes coor-
denadas limitadas, u,, é limitada. Portanto:

Teorema 2.2. Para que uma sucessao em R" seja limitada € necessdrio e sufici-
ente que o seja cada uma das suas sucessoes coordenadas.

Por exemplo, em R3, é limitada a sucessdo:

1 1\"
Uy = Ogn’ I+ - 7(_1)n
n n

e nao o é
v, = (e‘",2, —n) :

Sabemos bem que, em R, as sucessoes convergentes sao limitadas. Seja agora
u,, uma sucessao convergente em R™. Pelo Teorema todas as sucessoes co-
ordenadas de u,, sdo sucessoes (reais) convergentes, e portanto limitadas; daqui,
pelo Teorema [2.2] pode concluir-se que u,, é limitada. Assim, também em R™, as
sucessoes convergentes sao necessariamente limitadas.

Um outro resultado importante que nos serd necessério na sequéncia (em par-
ticular, no estudo de propriedades fundamentais das fungoes continuas) é o que se
exprime no seguinte:

Teorema 2.3 (Bolzano--Weierstrass). Qualquer sucessao limitada (em R™)
tem subsucessoes convergentes.

Demonstracdo. Para maior simplicidade e clareza, faremos a demonstragao para
o caso de sucessoes em R2, sendo ébvio que a mesma ideia essencial permite
demonstrar a proposigdo no caso geral (mesmo assim, poderd ser 1til ler, antes da
demonstracao, o exemplo que se lhe segue).

Sendo u,, = (un1, Une) uma sucessao limitada, serdo também limitadas as su-
cessoes reais U, € Uy (Teorema [2.2)). Nestas condigdes, o teorema de Bolzano-
-Weierstrass (estudado ja para o caso de sucessoes reais) permite extrair de wu,;
uma subsucessao convergente,

upll Up21 U’pnl

Consideremos a subsucessao de u,,:

(uplla um?) (umh up22) . (Upnh upn2) S

para a qual a 1* sucessdo coordenada é convergente e a 2* é limitada (por ser
subsucessao de u,2). Novo recurso ao teorema de Bolzano--Weierstrass (caso
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real) permite extrair desta ultima sucessdo numérica limitada uma subsucessao
convergente:

uq12 Uq22 ce uqng

Nestas condicoes, mostra o Teorema que a subsucessao de u,:

(uqlla uq12) (uq217 uqﬂ) s (Uth uqn2)

cujas sucessoes coordenadas sdo ambas convergentes (a 2* por construgao, a 1* por
ser subsucessdo de uma sucessdo convergente) é necessariamente convergente, o
que termina a demonstragao. O

Exemplo: Para cada n € Ny, designemos por r, o resto da divisao inteira de
npor 3 (rp =1, rp =2 r3 =0, etc.) e consideremos a sucessao limitada

(em R?):
u, = (rn, (=)™ + %) )

Para obter uma subsucessao convergente de wu,,, pode comegar-se por deter-
minar uma subsucessao convergente de r,, por exemplo, r3,, que tem todos
os termos nulos; ter-se-a entao:

s, = <0, (=1)*" + ! ) .

3n

A 2% sucessao coordenada de ugz, nao é convergente, mas pode extrair-se dela
uma subsucessao convergente, por exemplo considerando apenas os valores
de n para os quais o expoente de (—1)3" é par (e portanto multiplo de 6,
visto que jé o era de 3). Obtém-se assim a subsucessao ug, de w,:

1
n — 07 1 P R

que é evidentemente convergente.

Trataremos agora de definir o conceito de sucessdo de Cauchy, no quadro das
sucessoes de termos em R™. Naturalmente, diremos que uma tal sucessao, u,,, é
uma sucessio de Cauchy (ou uma sucessio fundamental) sse, qualquer que seja
e > 0 existe p tal que, sempre que os inteiros positivos r e s sejam maiores do que
p, se tenha:

|lu, — usl| <e.

Supondo w,, = (un1,. .., Unm), poderemos deduzir (de modo idéntico ao que
usdmos ja por duas vezes) das desigualdades:

|u7’j _u5j| <y — wsl| < un _usl| + o U — U,
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que a sucessao u, é fundamental sse o forem todas as suas sucessoes coordenadas.
Finalmente, tendo em conta, além deste resultado e do Teorema [2.T] o facto bem
conhecido de que uma sucessao de termos reais é convergente sse é fundamental,
conclui-se imediatamente que, para que uma sucessao em R™ seja convergente é
necessario e suficiente que seja fundamental.

Finalizaremos este pardgrafo com uma breve referéncia ao conceito de
série de termos em R™. Diremos naturalmente que a série

o0
DU =urfug U,

n=1

(com u, € R™ qualquer que seja n) é convergente sse o for a sucessao
Sn = U1 + Uz + -+ + uy; em caso de convergéncia, chamaremos soma da
série ao limite de s,. Diremos ainda que a série »  u, é absolutamente
convergente sse for convergente a série de termos reais Y ||uy||.

Pondo, para cada j € {1,2,...,m}, pj(u,) = up; (isto é, designando
por u,; a sucessdo coordenada de ordem j da sucessdo u,), reconhece-se
imediatamente que Y u, é convergente e tem por soma s = (S1,82,...,Sm)
sse cada uma das séries ) u,; converge e tem por soma s;; e também que
> u, é absolutamente convergente sse o forem todas as séries ) uy;.

Assim, o estudo de uma série de termos em R" reduz-se trivialmente
ao de séries de termos reais, sendo imediata a extensdo ao novo quadro
de resultados obtidos em estudos anteriores. Eis alguns exemplos, cuja
justificacdo (a partir de resultados conhecidos relativos a séries de termos
reais) constituird um simples exercicio:

e Se a série (de termos em R™) > u,, é convergente, u,, converge para
0.

e > wu, é convergente sse, qualquer que seja € > 0 existe p tal que,
sempre que s > r > p, se tenha

Iy + Upg1 + -+ us| < e

e E convergente qualquer série de termos em R™ que convirja absoluta-
mente.

e A série ) u, ¢ absolutamente convergente se existe uma série conver-
gente de termos reais, »_ a,, tal que (a partir de alguma ordem) se
tenha ||u,|| < ay.

2.3 Nogcoes topolégicas em R™

No estudo de diversos temas subsequentes — limites, continuidade, cdlculo dife-
rencial para fungdes de mais de uma varidvel real — intervirao significativamente
certas caracteristicas dos subconjuntos de R em que as fungoes consideradas se
suporao definidas (recordemos por exemplo, que, para fungdes continuas definidas
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num conjunto limitado A C R, podia garantir-se a existéncia de maximo e minimo
se o conjunto A fosse fechado, nao ficando assegurada, fora desta hipdtese, a exis-
téncia de qualquer extremo de f). Torna-se-nos, por isso, necessério estudar para
subconjuntos de R™ algumas nogoes que costumam ser designadas por nogoes to-
poldgicas e que, como veremos, podem ser todas definidas a partir do conceito de
bola.

Para facilitar a compreensao de algumas ideias essenciais comegaremos por um
exemplo muito simples, no espaco R?, que suporemos identificado com o plano do
modo habitual. Designemos por K o subconjunto de R? formado por todos os
pares (z,y) tais que:

0<z<1 e 0<y<1.

Geometricamente, K é o conjunto dos pontos situados no quadrado (Fi-
gura , incluindo os pontos de todos os seus lados e vértices, com excepgao
dos que estdo situados na recta de equagdo y = 1 (assim na figura, os pontos P e
@ pertencem a K, os pontos R e S nao pertencem).

it 9
1 --------------- o
K Q
0 1 z
Figura 2.2

No caso do ponto P pode observar-se que, nao sé o préprio ponto pertence a
K, como também pertencem a este conjunto todos os pontos do plano que estejam
«suficientemente proximos» de P: mais precisamente, existe uma bola centrada
em P tal que todos os pontos desta bola pertencem também ao conjunto K (para
obter uma de tais bolas basta escolher para raio um numero positivo € inferior
ou igual & menor das distancias de P aos lados do quadrado). De acordo com
a definicado que introduziremos na sequéncia, poderemos dizer que o ponto P é
interior ao conjunto K.

No caso do ponto S observa-se que, nao sé S nao pertence a K, como também
nao pertencem ao mesmo conjunto todos os pontos do plano «suficientemente
préoximos» de S: existem bolas centradas em S que nao contém ponto algum
do conjunto K (isto é, que estdo contidas no complementar deste conjunto, em
relagdo ao plano); diremos que o ponto S é exterior ao conjunto K.

A situagao dos pontos () e R é diferente de qualquer das anteriores; tanto para
() como para R (e embora o primeiro destes pontos pertenga a K e o segundo nao,
0 que nao interessa para o efeito em vista) é impossivel obter uma bola centrada
no ponto considerado — @ ou R — e que esteja, ou contida no conjunto K (como
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no caso de P) ou contida no seu complementar (como no caso de S); o que se
verifica é que qualquer bola centrada em ) ou em R, por menor que seja o seu
raio, contém sempre pontos de K e pontos que nao pertencem a este conjunto. Os
pontos () e R nao sado interiores nem exteriores ao conjunto K; diremos que sao
pontos fronteiros deste conjunto.

Poderemos dar agora, em termos gerais, as defini¢oes seguintes:

Seja X um subconjunto qualquer de R™ e a um elemento de R™. Diz-se que o
ponto a é interior ao conjunto X sse existe € > 0 tal que B.(a) C X. Designando
por C(X) o complementar de X em R™ (C(X) = R™\ X), diz-se que a ¢é exterior
a X sse existe € > 0 tal que Bc(a) C C(X). Assim, dizer que a ¢é exterior a X
equivale a dizer que a ¢ interior a C'(X).

Diz-se ainda que a é ponto fronteiro de X sse, qualquer que seja € > 0, B.(a)
tem pelo menos um ponto de X e pelo menos um ponto de C(X) (ou, o que é o
mesmo, se @ nao é interior nem exterior ao conjunto X).

O conjunto formado por todos os pontos de R™ que sao interiores a X chama-

se interior do conjunto X, e designa-se por int X (ou X); definem-se de forma
andloga o exterior de X (ext X) e a fronteira de X (front X ou 0X).

Assim, no exemplo do conjunto K hd pouco considerado, o interior de K é o
conjunto de todos os pontos (z,y) tais que:

0<x<l e O<y<l1

e a fronteira é formada pelos pontos que pertencem a algum dos lados do quadrado
(incluindo os vértices); o exterior de K é constituido por todos os restantes pontos
do plano.

Outro exemplo, agora em R (m = 1): sendo L = [0, 1] U {2} verifica-se
imediatamente que o interior de L é o intervalo aberto |0, 1] (para qualquer ponto
a deste intervalo existe € > 0 tal que B.(a) = |a—¢€, a+¢€| C L, e os tinicos pontos
de R que possuem esta propriedade sdo os do intervalo |0, 1[); a fronteira de L é
o conjunto {0, 1,2} e o exterior é o complementar, em R, do conjunto [0, 1] U {2}.

No caso de R?, as bolas devem, como sabemos, ser interpretadas como esferas
abertas: por exemplo, para o subconjunto de R? formado pelos ternos (z, ¥, 2) tais
que z = 0 — que geometricamente corresponde ao plano dos xy — reconhece-se
facilmente que o interior é o conjunto vazio, a fronteira coincide com o préprio
conjunto e o exterior é o seu complementar em R3.

No caso geral de um subconjunto X do espago R™, ao qual nos referimos
nas defini¢oes anteriores, tudo é andlogo, salvo a possibilidade de interpretagao
geométrica, que nao subsiste para m > 3.

Reconhece-se imediatamente que, qualquer que seja o conjunto X C R™, os
trés conjuntos int X, ext X e front X (dos quais um, ou mesmo dois, podem ser
vazios) tém por reunido o conjunto R™ e sao disjuntos dois a dois.

Outra definicdo importante é a seguinte: chama-se aderéncia ou fecho do
conjunto X C R™ a reunido do seu interior com a sua fronteira; a aderéncia de X
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é usualmente designada pelo sfmbolo X:

X =int X U front X,

e coincide, portanto, com o complementar do exterior de X.

Aos elementos de X chama-se pontos aderentes ao conjunto X, sendo facil
reconhecer que, para que a € R seja aderente ao conjunto X ¢é necessario e
suficiente que qualquer bola centrada em a tenha pelo menos um ponto comum
com o conjunto X (B.(a) N X # ), para todo o € > 0).

Uma outra caracterizagdo dos pontos aderentes é facultada no seguinte:

Teorema 2.4. Seja X C R™ ea € R™; a é aderente a X sse existe uma sucessao
u, de termos em X que converge para a.

Demonstracdo. Se existe uma sucessao em X convergente para a, é 6bvio que
qualquer bola centrada em a contém pelo menos um ponto de X, isto é, que
a € X. Em sentido inverso, se a € X, para todo o € > 0 tem-se B.(a) N X # (J;

escolhendo arbitrariamente um ponto u,, em Bi(a)NX, paran =1,2,..., obtém-
se uma sucessao em X que converge para a, visto que para todo o n se tem
|lu, —al| < 1/n. O

A aderéncia de um conjunto X foi definida como reunido de dois con-
juntos disjuntos: o interior de X e a fronteira de X. H4 uma outra maneira,
também significativa, de decompor X como reunido de dois conjuntos dis-
juntos: um deles é o conjunto dos pontos de acumulacdo do conjunto X
— ou derivado de X, designado por X’ — o outro o conjunto dos seus
pontos isolados. Antes de dar as defini¢oes formais, recordemos o exemplo
do subconjunto L = [0,1[U {2}, em R, cuja aderéncia é o conjunto

L=10,1uU{2},

e observemos o seguinte: para o ponto 2, existe uma bola centrada neste
ponto na qual ele é o tinico elemento do conjunto L (é o que se passa em
qualquer «bola» |2—e¢, 2+¢[, desde que seja 0 < € < 1); para qualquer outro
ponto a € L, verifica-se que, para todo o € > 0, hd elementos do conjunto L
distintos de a, em Ja — €, a + €[. De acordo com as definigdes subsequentes,
poderemos dizer que o ponto 2 é um ponto isolado de L e que todos os
pontos de [0, 1] sdo pontos de acumulacdo do mesmo conjunto.

Em geral, sendo X C R™ e a € X, diremos que a é um ponto isolado
do conjunto X sse existe € > 0 tal que B¢(a) nio contém qualquer elemento
de X distinto de a (é facil ver que, nesta hip6tese, se tem necessariamente
a € X pois, de contrdrio ndo seria a € X); e diremos que a é ponto de
acumulacdo de X no caso oposto, isto é, se qualquer bola centrada em a
tem pelo menos um ponto de X distinto de a (claro que, neste caso, pode
sera € Xouad¢ X).

O conjunto dos pontos de acumulagdo de X é, por defini¢do, o deri-
vado X', do conjunto X. Reconhece-se facilmente que, para que a € X', é
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necessario e suficiente que qualquer bola centrada em a contenha infinitos
elementos do conjunto X (se nalguma de tais bolas houvesse apenas um nu-
mero finito de elementos de X : @1, xs,. .., Tk, designando por € o minimo
das distancias ao ponto a de cada um desses elementos — com exclusao
do préprio ponto a, se fosse um deles — logo se vé que B.(a) ndo conteria
qualquer ponto de X distinto de a).

Os pontos de acumulacdo de um conjunto podem caracterizar-se de
modo andlogo ao expresso no Teorema [2.4] para os pontos aderentes; enun-
ciaremos essa caracterizagdo no seguinte teorema, cuja demonstragao, intei-
ramente andloga & do Teorema [2.4] poderd ficar como exercicio:

Teorema 2.4°. Seja X C R™ e a € R™; a é ponto de acumulacio de X
sse existe uma sucessdo em X, de termos distintos de a, que converge para
a.

E facil verificar que, em R™, qualquer ponto interior de um conjunto é
ponto de acumulagdo do mesmo conjunto (para o reconhecer, basta recordar
que qualquer bola é um conjunto infinito): int X C X', para todo o X C
R™:; daf resulta imediatamente (dado que a reunido de X’ com o conjunto
dos pontos isolados de X coincide com a reunido do interior com a fronteira
do mesmo conjunto) que qualquer ponto isolado de X pertence & fronteira
de X.

E 6bvio que qualquer ponto interior a um conjunto X C R™ pertence necessa-
riamente ao conjunto X e também que qualquer ponto do conjunto X nao pode
ser exterior a X, pertencendo, portanto, a X. Assim, qualquer que seja X C R™,
verificam-se necessariamente as relagoes:

int X ¢ X c X.

Pode, em particular, suceder que um conjunto X coincida com o seu interior
(isto é, que nenhum dos seus pontos fronteiros lhe pertenca: front X C C(X));
ou que coincida com a sua aderéncia (o que se passa se pertencerem a X todos
os seus pontos fronteiros: front X C X). No primeiro caso, diz-se que X é um
conjunto aberto, no segundo que é um conjunto fechado. Os conjuntos abertos e os
conjuntos fechados sdo, portanto, respectivamente caracterizados pelas igualdades:

X=X e X=X

As nogoes de conjunto aberto e conjunto fechado tém grande interesse, como
veremos na sequéncia.

E facil ver que, em R™, qualquer bola aberta é um conjunto aberto e qualquer
bola fechada é um conjunto fechado.

Para verificar que B¢(a) é um conjunto aberto (qualquer que seja o ponto
a € R™ e o nimero positivo €) basta reconhecer que, se b for um ponto arbitrério
de B.(a), existe uma bola centrada em b, Bs(b), contida em B.(a); ora para que
tal se verifique basta escolher ¢ por forma que se tenha 0 < § < e —||b—al (o
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que é possivel visto que, por ser b € B.(a), se tem ||b — a|| < €). Na realidade,
escolhido 0 desta forma, ter-se-d, para qualquer x € Bs(b),

|z —al =[/(z —b)+ (b—a)
< |lz—bll+b—al
<0+ ||b—al
<,

o que mostra que x € B(a) e portanto que Bs(b) C B(a).

Por outro lado, para reconhecer que a bola fechada de centro a e raio ¢ — que,
de momento, designaremos por Bf(a) — ¢ um conjunto fechado, serd suficiente
verificar que qualquer ponto ¢ que nao pertenca a essa bola nao lhe pode ser
aderente (e ser-lhe-4 portanto exterior). Ora se ¢ ¢ Bf(a), isto é se ||c — a|| >,
escolhido A tal que 0 < A < ||c — al| — ¢, ter-se-a4 Bf(a) N B,(ec) = () visto que, se
existisse um ponto & € B(a) N B,(c) deveria ter-se:

le—al <llc—z|+]z—-al <At+e<c—a

o que é absurdo. Pode assim concluir-se que ¢ é exterior a Bf(a) e portanto que
este conjunto é fechado.

Exprimem-se no teorema seguinte algumas propriedades importantes da nogao
de conjunto aberto.

Teorema 2.5. i) A reunido de qualquer familia (finita ou infinita) de conjuntos
abertos € um conjunto aberto.

ii) A interseccao de qualquer famdlia finita de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

Demonstracao. i) Seja {A;}icr uma familia qualquer de conjuntos abertos, A =
Uics Ai a sua reunido. Por definicdo de reuniao, se x é um ponto qualquer de
A poderd escolher-se um indice j € [ tal que * € A;; como A; ¢é aberto, por
hipétese, existird € > 0 tal que B.(x) C A;. Segue-se que B.(x) C A (visto que
A; C A) o que mostra que z ¢ interior a A, e portanto que A ¢é aberto.

ii) Seja {A;, As, ..., A,} uma familia finita de conjuntos abertos e seja agora
A= ANAN...NA,. Se for A=) é claro que A serd aberto (visto que int () = ().
De contrario, sendo  um ponto qualquer do conjunto A (que pertencerd portanto
a cada um dos conjuntos abertos Aj, ..., A,) existirdo necessariamente nimeros
positivos €1, ..., €, tais que

B (x) C Ay,..., B (x) C A,.
Se for entao € = min{ey, . .., €,} ter-se-4 também
B(x) C Ay,...,B(x) C A,

e portanto
B(x)CAiN...NA, =A,

o que prova que A é aberto. 0
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Convém notar que a interseccdo de uma familia infinita de conjuntos
abertos pode nao ser um conjunto aberto; por exemplo, sendo a € R™, a
intersecgdo de todas as bolas Bi(a) — com n = 1,2,... — é o conjunto
singular {a}, que nédo é aberto. !

Pode ainda observar-se que qualquer conjunto aberto do espago R™ é
reunido de uma familia (finita ou infinita) de bolas desse espago. Com
efeito, sendo A C R™ um conjunto aberto, para cada x € A existird ¢, > 0
tal que B, (x) C A; e logo se reconhece que se terd entao A = |, 4 Be, ().

Como é evidente, um conjunto pode nao ser aberto nem fechado (é o que se
passa, por exemplo, em R com um intervalo da forma [a, ([, com a,3 € R e
a < (3; em R? com o conjunto K, considerado no primeiro exemplo referido neste
pardgrafo, etc.). Convém observar, porém, que existem conjuntos que sdo abertos
e fechados; é claro que, para que o conjunto X C R™ seja aberto e fechado é
necessario e suficiente que se verifique a igualdade

int X = X,

isto é que nao exista qualquer ponto fronteiro do conjunto X (pode provar-se,
alids, que os tnicos subconjuntos de R™ que tém fronteira vazia e que, portanto,
sao simultaneamente abertos e fechados, sdo o préprio conjunto R™ e o conjunto
vazio).

Antes de enunciar (no Teorema algumas propriedades da nog¢ao de con-
junto fechado (correspondentes as referidas no Teorema para os conjuntos
abertos) convém salientar que — como decorre imediatamente da prépria defini-
¢ao de ponto fronteiro — para qualquer conjunto X C R™ se verifica a igualdade:
front X = front C'(X).

Daqui decorre trivialmente o:

Teorema 2.6. Um conjunto € aberto sse o seu complementar € fechado (e portanto
¢ fechado sse o seu complementar é aberto).

Demonstracao. Dizer que X é aberto equivale a dizer que front X C C(X) ou, o
que é o mesmo, front C(X) C C(X), o que significa que C'(X) é fechado. ]

Pode agora enunciar-se o

Teorema 2.7. i) A interseccio de uma familia (finita ou infinita) de conjuntos
fechados é um conjunto fechado.
ii) A reuniao de qualquer familia finita de conjuntos fechados é um conjunto

fechado.

Demonstra¢ao. Daremos apenas uma justificagdo de i), dado que ii) se prova de
forma andloga. Sendo {F}};c; uma familia qualquer de conjuntos fechados, ponha-
se, para cada i € I, A; = C'(F;). Os conjuntos A; sdo abertos e portanto é também

aberta a sua reuniao A = (J,.; 4;. Segue-se que ¢ fechado o conjunto

C(A) =C (U Ai> =(C(A) = F
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como se pretendia verificar. [

Os conjuntos fechados (e portanto também os conjuntos abertos) podem ser
caracterizados recorrendo ao conceito de limite de uma sucessao; com efeito:

Teorema 2.8. Um conjunto X C R™ € fechado sse, para toda a sucessdao conver-
gente u,, de termos em X, se tem limu,, € X.

Demonstracao. Sendo X fechado e u,, uma sucessao de termos em X convergente
para um ponto a (em R™), mostra o Teorema que a é aderente a X e portanto,
porser X = X, que a € X.

Se X nao é fechado existe pelo menos um ponto aderente a X e nao pertencente
a este conjunto; e basta observar que (também pelo Teorema esse ponto é o
limite de alguma sucessao de termos em X para completar a demonstragao. [

E também fécil ver que um conjunto X é fechado sse contém o seu
derivado; na realidade, X’ C X e portanto, se X é fechado, X = X D X/;
reciprocamente, se se tiver X’ C X ter-se-4 também X C X (visto que,
como ja observdamos, os pontos isolados de X pertencem necessariamente a
este conjunto) e portanto X = X.

Introduziremos agora um outro conceito importante, o de conjunto limitad(ﬂ:
diz-se que um conjunto X C R"™ é limitado sse existe um real k tal que, para
todo o @ € X, se tem ||x|| < k (pode também dizer-se, equivalentemente, que o
conjunto X ¢é limitado sse existe uma bola que o contém).

Em R, os conjuntos limitados nos termos desta definicdo sdo precisamente os
conjuntos majorados e minorados (aos quais chamévamos ja conjuntos limitados).
Em R™, é limitado qualquer conjunto finito, qualquer bola, etc. Nao sao limitados
em R™ (com m > 1), por exemplo, o conjunto dos & = (z1,...,%,,) taisque z; =0
ou, sendo a € R™, o conjunto dos x tais que a - = 0; nao é também limitado
em R™ o complementar de qualquer conjunto limitado.

Um resultado importante na sequéncia — por exemplo, para a demonstragao
de algumas propriedades fundamentais das fungoes continuas — é o seguinte:

Teorema 2.9. Um conjunto X C R™ € limitado e fechado sse qualquer sucessao
de termos em X tem uma subsucessio convergente para um ponto de X.

Demonstracao. Suponha-se X limitado e fechado e seja u,, uma sucessao qualquer
de termos em X. wu, ¢ limitada (porque w, € X para todo on € Ny e X é
limitado) e, portanto, pelo Teorema [2.3] pode extrair-se de u, uma subsucessao
convergente, u,, ; como X ¢ fechado, decorre do Teorema que limu,, € X.

"Veremos em estudos mais avancados que a nocdo de conjunto limitado, aqui definida a
partir dos mesmos conceitos (o de bola ou o de norma) utilizados para definir as outras nogoes
introduzidas neste pardgrafo, ndo é, no entanto, propriamente uma «nogdo topoldgica», no
sentido atribuido a esta expressao em certos contextos mais gerais.
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Suponha-se agora que X nao é limitado ou nao é fechado (podendo evidente-
mente nao ser uma coisa nem outra). Se X nao for limitado para todo o n € Ny
poderd escolher-se u,, € X tal que ||u,| > n; obter-se-4 assim uma sucessdo que
nao tera qualquer subsucessao limitada nem, portanto, qualquer subsucessao con-
vergente. Se X nao for fechado, escolhido um ponto @ € X \ X, existird (pelo
Teorema uma sucessao u, de termos em X convergente para a. Tal sucessao
nao poderd ter qualquer subsucessao convergente para um ponto de X (visto que
todas as suas subsucessoes convergem para a ¢ X). ]

Na sequéncia, diremos que um conjunto X C R™ é compacto sse for limitado
e fechado.

Diz-se por vezes que um conjunto X é sequencialmente compacto sse
¢é verificada a propriedade seguinte: qualquer sucessdo de termos em X
tem uma subsucessdo que converge para um ponto de X. Assim, poderia
exprimir-se o enunciado do precedente Teorema [2.9] dizendo que, em R™
um conjunto é compacto sse for sequencialmente compacto.

Teremos oportunidade de ver posteriormente que algumas das proprie-
dades mais importantes das fungdes continuas num conjunto compacto de
R — tais como a continuidade uniforme (teorema de Heine--Cantor), a
existéncia de maximo e minimo (teorema de Weierstrass) — se generali-
zam facilmente ao caso de fungoes reais, continuas num conjunto compacto
de R™ (naturalmente, haverd que definir de forma adequada a nogao de
continuidade para tais fungoes).

Uma outra propriedade importante — que nos parece 1til referir, em-
bora n&o nos véa ser necessdria na sequéncia — é a seguinte: qualquer
conjunto compacto e infinito tem pelo menos um ponto de acumulacao
(decerto pertencente ao conjunto, por este ser fechado). Mais geralmente,
pode provar-se que qualquer conjunto infinito e limitado tem pelo menos um
ponto de acumulagao (pertencente ou nao ao conjunto). Este resultado, que
pode deduzir-se sem dificuldade do Teorema [2.3] é também correntemente
designado por «teorema de Bolzano--Weierstrass».

Para finalizar este pardgrafo, introduziremos outra noc¢ao topolégica impor-
tante (que, em particular, nos permitird generalizar para fungoes continuas de
mais de uma varidvel real o «teorema do valor intermédio»); trata-se da nogao de
conjunto conexo. A ideia intuitiva de conjunto conexo é a de conjunto formado
por «uma sé peca» (e nao por diversas «pegas separadas»). Por exemplo, po-
derd ver-se que (em R) o intervalo [0, 1] é um conjunto conexo, mas ji nao o é
o seu complementar. No plano, um circulo ou uma circunferéncia sdo conjuntos
conexos, tal como o complementar de um circulo; ndo é conexo o complemen-
tar de uma circunferéncia, formado por «duas pegas», «separadas» pela prépria
circunferéncia.

Antes de darmos uma definigdo precisa de conjunto conexo, convém introduzir
a seguinte: sendo A e B dois subconjuntos nao vazios de R™, diremos que A e B
sao separados sse cada um destes conjuntos nao contém qualquer ponto que seja
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aderente ao outro; noutros termos: os conjuntos A e B (tais que A # () e B # ()
sao separados sse forem verificadas as duas igualdades:

ANB=0, BNnA=40.

E 6bvio que dois conjuntos separados sio necessariamente disjuntos (de B C B
resulta ANB C AN B = ()). Mas é fécil ver que a recfproca é falsa. Por exemplo,
em R, os conjuntos disjuntos |—1, 0] e [0, 1] ndo sdo separados (o ponto 0, aderente
ao primeiro, pertence ao segundo); em R?, o gréfico da fungio sen 1/x e o conjunto
formado apenas pelo ponto (0, a) sdo disjuntos (qualquer que seja a € R), mas s6
sdo separados se for |a| > 1.

Seja agora X um subconjunto de R™. Diz-se que X é um conjunto desconexo
sse existirem dois conjuntos separados A e B tais que

X =AUB.

Na hipétese contraria, isto é, no caso de nao existirem dois conjuntos separados
A e B verificando a igualdade precedente, diz-se que X é um conjunto conezo.

Sao exemplos triviais de conjuntos conexos, em R™ o vazio e qualquer conjunto
formado por um sé ponto; nao é conexo qualquer conjunto finito X, com mais de
um ponto (se A for uma parte prépria de X — isto é, uma parte de X nao vazia
e distinta de X — e B = X \ A o complementar de A em X, vé-se imediatamente
que A e B sado conjuntos separados).

No caso de R (m = 1), o conjunto dos ntdmeros racionais, Q, é um conjunto
desconexo: com efeito, sendo a um irracional qualquer, tem-se:

Q= (@nN]=o0, al) U(QN]a, +00)

e é facil ver que os conjuntos Q N |—o0, a[ e Q N ]a, +oo[ sdo separados.

E 1til observar que esta mesma ideia permite reconhecer que, em R, qualquer
conjunto conexo X verifica necessariamente a condigdo seguinte: se pertencerem
ao conjunto X dois niimeros reais a € b — com a < b — pertencerdao também a
esse conjunto todos os reais compreendidos entre a e b, isto é, ter-se-a:

[a, b] C X

(tal como no exemplo precedente, basta observar que, se algum ponto ¢ de ]a, b
nao pertencesse a X, este conjunto seria a reuniao dos conjuntos separados X N
|—o0, c[ e X N]e, +o0f).

Ora é fécil mostrar (e poderd ficar como exercicio) que os tinicos subconjuntos
de R que verificam a condicao indicada sao os intervalos.

Pode assim concluir-se que, em R, qualquer conjunto conexo é um intervalo.

Em sentido inverso — e embora nao nos seja indispensavel na sequéncia —
provaremos agora que qualquer intervalo de R é um conjunto conexo, o que nos
permite enunciar o
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Teorema 2.10. Em R, os conjuntos conexos sao precisamente os intervalos.

Demonstracao. Atendendo ao que vimos anteriormente, a demonstracao poderd
considerar-se terminada se mostrarmos que, sendo I um intervalo qualquer de R,
a hipdtese de existirem conjuntos separados A e B tais que

I=AUB

conduz necessariamente a uma contradigao.

Admitamos entao essa hipétese e escolhamos arbitrariamente um ponto z € A
e um ponto z € B; como A e B sao disjuntos, ter-se-d necessariamente xr < z ou
x > z. Vamos supor que é = < z (de contrdrio, bastaria trocar as designagoes dos
conjuntos A e B).

Como [ é um intervalo, ter-se-a [z, z] C I, pertencendo entao cada ponto do
intervalo [z, z] a A ou a B (e apenas a um destes conjuntos).

Designemos agora por y o supremo do conjunto [z, 2] N A. E ébvio que y €
[z, z] (devendo portanto ter-se y € A ou y € B).

Observando que, como facilmente se reconhece, o supremo de um conjunto é
sempre um ponto aderente a esse conjunto, pode inferir-se que y é aderente a
[z, z] N A, e portanto também a A (visto que [z, z] N A é um subconjunto de
A). Mas, devendo ter-se AN B = (), o facto de ser y € A mostra que y ¢ B
e que, portanto, y € A. Pode entdao deduzir-se que y # z (visto que z € B) e
também que o intervalo |y, z|] ndo contém qualquer elemento do conjunto A (de
contrario nao seria y o supremo de [z, z] N A), devendo portanto ter-se |y, z] C B.
Nestas condicoes, porém, y seria aderente ao conjunto B e ter-se-ia AN B # 0,
em contradi¢do com a hipdtese de A e B serem conjuntos separados. [

42
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Continuidade e limite

3.1 Continuidade

A defini¢do de continuidade para fungoes escalares ou vectoriais de varidvel vec-
torial é, como vamos ver, uma generaliza¢ao natural da definicdo correspondente
para fungoes reais de varidvel real. A ideia intuitiva essencial continua a ser a
seguinte: dizer que f é continua num ponto a equivale a dizer que todos os va-
lores assumidos por f em pontos «préximos» de a estao «préximos» de f(a) ou,
um pouco melhor, que poderd garantir-se que f(x) estd «tao préximo quanto se
queira» de f(a) desde que se considerem apenas valores de z (pertencentes ao
dominio de f e) «suficientemente préximos» de a.

Consideremos em primeiro lugar o caso de uma funcao real de n varidveis reais
(n € Ny). Sendo f: D — R, com D C R" e sendo @ um ponto de D, diz-se
que f é continua no ponto a sse, qualquer que seja a vizinhanga de f(a) — isto
é, qualquer que seja o intervalo |f(a) — 9, f(a) + §[, com § > 0 — existe uma
bola (de R™) centrada em a, B.(a), tal que para todo o = € B.(a) N D se tem
f(x) € f(a) =06, f(a)+d]. Pode também dizer-se, de forma equivalente, que f é
continua em a sse para todo o d > 0 existe € > 0 tal que,se x € D e ||z —a| <€,

entao |f(x) — f(a)| < 9.

Como primeiro exemplo, consideremos a funcdo f : R — R referida no
paragrafo ex. 4.a). Mudando as notagoes, f pode definir-se pela forma
seguinte:

0 se x1 e xo sado inteiros

f(z1,22) :{

1 se x1 ou x9 nao sao inteiros.

E fécil ver que f é continua nos pontos em que toma o valor 1 e néo
o é naqueles em que toma o valor 0. Para tal, observe-se primeiramente
que estes dltimos pontos sdo os vértices de uma «quadricula» (formada
pelas rectas verticais com equagoes da forma z = k, com k € Z, e pelas
horizontais de equacado y = ¢, ¢ € 7Z), sendo evidente que, em qualquer
bola centrada num desses vértices, hd sempre pontos que ndo sdo vértices
da quadricula, nos quais f toma o valor 1. Assim, sendo a = (a1, a2) um
ponto com ambas as coordenadas inteiras, tem-se por um lado f(a) = 0,
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por outro sabe-se que qualquer bola centrada em a contém pontos x tais
que f(x) = 1. Pode, portanto, concluir-se que, se for § um ndmero positivo
< 1, ndo existird € > 0 tal que ||z —al| < € = |f(x) — f(a)] < J, o que
mostra que f nao é continua em a.

3
) (1
N

Figura 3.1

Sendo agora @’ = (a},a) um ponto cujas coordenadas nao sejam ambas
nimeros inteiros, vé-se facilmente que pode determinar-se ¢ > 0 por forma
que a bola B(a') ndao contenha qualquer vértice da quadricula; ter-se-4
entdo f(x) = 1 para todo o € Bc(a’) e portanto, sendo & > 0 arbitrério,
ter-se-4 também |f(x) — f(a')| < § sempre que seja || — a’|| < e. Pode
assim concluir-se que f é continua em a’ (recorde-se no entanto que o facto,
verificado neste ultimo caso, de ter sido possivel determinar «e» indepen-
dentemente do valor de «§» é absolutamente excepcional; em geral, sendo
f continua em a, é possivel determinar um e para cada 4, mas ndo um ¢
que convenha simultaneamente para todos os valores positivos de §).

Como segundo exemplo, provaremos que a funcao g : R® — R definida
por g(x) = ||z| é continua em qualquer ponto a € R™. Para tal comecemos
por observar que, das igualdades:

r=a+(rx—a) e a=z+(a—x)
se deduz, por propriedades conhecidas da norma:
[zl < llal +llz —al e lal <|z[ +[la— [ = [z]| + [z — al|,
e portanto também
[zl = flal < llz —al e laf —[z] <[z - al,
relaces que evidenciam que, para quaisquer vectores a,x € R", se tem:
[l = llall] < |lz - all

l9(z) —g(a)| < |z —a.

Assim, dado § > 0 bastard tomar ¢ = § para que se tenha | — a| <
= |g(x) — g(a)| < 4, o que prova o que se pretendia.
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Antes de passarmos ao estudo da continuidade no quadro mais geral das fun-
¢oes vectoriais convém fazer algumas observagoes.

Em primeiro lugar, consideremos um conjunto qualquer D (na sequéncia ter-
se-4 quase sempre D C R™ mas por agora nao hd necessidade de supo-lo) e
uma funcdo f definida em D e com valores em R™. Para cada x € D o vector
f(z) € R™ terd m coordenadas (varidveis, em geral, quando x variar em D) que
designaremos por fi(x), fa(x),..., fm(x). Assim, a funcdo vectorial f determina
m fungoes escalares definidas em D, fi, fo, ..., fin, s quais chamaremos natural-
mente fungoes coordenadas de f.

No caso particular de D ser um subconjunto de R", cada vector € D é, por

sua vez, uma sequéncia = (x1,...,x,), e uma igualdade da forma:

y = f(z),
comx € Dey=(y,...,yn) € R™, poderd ser traduzida por um sistema de m
igualdades:

1= fi(zy, ..., 20)
Yo = fQ(xly"'axn)

Ym = fm(T1, .., Tp).

E desta forma (em termos de coordenadas), que muitas vezes sdo explicitadas
as fungoes vectoriais utilizadas nas aplicacoes.

Um exemplo particularmente importante neste contexto é o das aplica-
¢oes lineares de R™ em R™. Recorde-se que uma aplicacdo f : R” — R se
diz linear sse, quaisquer que sejam os vectores u,v € R™ e o escalar «, se

tem:
flutv)=f(u)+ f(v) e [flou)=af(u).
Convencionemos designar por eq,..., e, os vectores da base candnica
de R™, por €],..., e, os vectores da base canénica de R™ e ainda — sendo

f:R" — R™ uma aplicagao linear — por a;; a coordenada de ordem i do
vector f(e;) (para i € {1,2,...,m} e j € {1,2,...,n}). Dado um vector
qualquer * = (z1,...,2,) de R" e sendo y = (y1,...,ym) o valor de f
em «, deduz-se imediatamente da definicdo de aplicagdo linear que devera
ter-se:

y=f@)=f D x| =D flxje) =D z;f(e;),
j=1 j=1 j=1

donde, atendendo a que
m

fle)) = aije;

=1
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resulta:
n m m n
} :} : ! 2 : !
Yy = Tjai€; = Ai5Tj | €;.
j=11i=1 i=1 \j=1

Como, por outro lado, se verifica também a igualdade:

m
Y=Y v,
=1

a unicidade da expressdao de um vector qualquer de R™ como combinagao
linear dos vectores de uma base (mencionada em [2.1) quando recorddmos a
defini¢do de base de um espago vectorial real) permite deduzir que devera
ter-se, para ¢ = 1,2,...,m:

n
Yi = g QAij Ly
J=1

Assim, no caso de f : R® — R™ ser uma aplicagdo linear, & igualdade
y = f(«x) corresponde (adoptadas as notagoes acima descritas) o sistema de
equagoes lineares:

Y1 = a11r1 +axe + -+ a1y

Ym = Gm1T1 + G222 + -+ + Qmpp .

Outra representacio possivel é, como é sabido, a igualdade matricial:

n aip a2 a1n x1
Y2 | _ a1 a22 a2n X2

- )
Ym Aml Am2 **° QAmn Tn

que, como facilmente se reconhece, permite estabelecer uma correspondén-
cia bijectiva entre as matrizes do tipo m x n de elementos reais e as apli-
cagoes lineares de R™ em R (convird reter que os elementos da coluna de
ordem j da matriz correspondente & aplicacdo f sdo, ordenadamente, as
coordenadas na base canénica de R™ do vector f(e;), para j =1,...,n).

Outro exemplo com interesse, a que nos referiremos na sequéncia, este
de uma aplicagdo de R™ em si mesmo (com n > 1), é o da funcdo — que
designaremos por u — determinada pelo sistema:

Y1 = T1 COS T2 -+ COS Lp_1 COS Tp,
Y2 = T1 COS X2 -+ COS Tp_1 SEN Ty,

Yz = X1 COST2 SN Tp—1

Yn—1 — L1 COSTo SEN T3

Yn = X1 S€en ra.
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Como casos particulares (n = 2 e n = 3) obtém-se as férmulas usuais de
mudanca de coordenadas cartesianas em coordenadas polares, no plano, ou
em coordenadas esféricas, no espaco, as quais, em notagdes mais correntes,
podem escrever-se (ver Figura[3.2)):

x = 7rcosb
y = rsenf

x =rcosfcosp

ou

y = rcosfsenp

z=rsenb.

Figura 3.2

Nao seria talvez necessario dizer que as operagoes algébricas introduzidas em
R™ no paragrafo se podem estender, de maneira 6bvia, as fungoes vectoriais.
Assim, por exemplo, sendo D um conjunto qualquer, f e g duas fungoes definidas
em D e com valores em R e a um ntmero real, a soma de f e g e o produto de
a por f sdo as fungoes (designadas respectivamente por f + g e af) definidas em
D e tais que, para cada @ € D:

(f +9)(@) = f(x) + g()
(af)(z) = af(z).
Verifica-se sem dificuldade que o conjunto de todas as fun¢oes definidas em D
e com valores em R™ munido destas duas operagoes, é um espaco vectorial real.

Pode também definir-se o produto af no caso mais geral de « ser, nao ja um
escalar, mas uma funcao escalar definida em D, pondo:

(af)(®) = o) f(x), (2 D).

De modo andlogo se definem as fungoes escalares f - g e || f]|.
A definicdo de continuidade para fungoes vectoriais é uma extensao imediata
da que estuddmos no inicio deste pardgrafo. Seja de novo D um subconjunto de
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R" f: D — R™ e a um ponto de D. Diz-se que f é continua no ponto a sse
para toda a bola (de R™) centrada em f(a), Bs(f(a)), existir uma bola (de R")
centrada em a, B.(a) tal que se tenha f(x) € Bs(f(a)) sempre que & pertenga a
B.(a) N D. Noutros termos: f é continua em a sse qualquer que seja 0 > 0 existe
e > 0 tal que para todo o & que verifique as condigoes: € D e ||z — al| < € se
tenha || f(x)— f(a)|| < § (como é 6bvio, na expressao | —al| a norma considerada
¢ a de R", enquanto em ||f(x) — f(a)|| é a de R™; na sequéncia, cometeremos
muitas vezes o «abuso» de usar o mesmo simbolo para designar normas relativas
a espacos diferentes, o que nao terd inconveniente de maior, porque o contexto

sempre tornard evidente qual o espago que deve ser considerado em cada caso).

Como primeiro exemplo, vejamos que qualquer aplicagdo linear f :
R™ — R™ é continua em cada ponto a € R". Para tal, recorde-se em
primeiro lugar que, sendo © = (z1,...,2,) um vector qualquer de R", se
verificam as desigualdades:

n
ol < llell <)l (G €{1,2,...,n})
7j=1

e observe-se que, de |z;| < |lx|| para todo o inteiro positivo j < n se deduz
imediatamente a relacdo:
n
> lzjl < nllll.
j=1

Sendo agora f : R™ — R™ uma aplicagao linear, deverd ter-se:
n n
F @)= | f | D wies ||| = Do wifle))
j=1 J=1

<D llziflepl = |zl (el
i=1 j=1

Designando por M um ntimero positivo maior ou igual a cada um dos
n NUmeros:

”f(el)”v Hf(eQ)Hv ) ||f(en)||7

ter-se-4 entdo também:
n n
@) < Mlzj| = M |ay| < Mnja].
Jj=1 Jj=1

Obtida esta relagdo, vélida para qualquer & € R™, seja agora a um
ponto fixado arbitrariamente em R"™; substituindo na relacéo referida x por
x —a e atendendo a que, por f ser linear, f(x—a) = f(x)— f(a), obtém-se:

[f(®) = f(a@)]| < Mn|z — all,
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desigualdade que torna evidente a continuidade de f no ponto a: dado
0 > 0, bastard tomar € positivo e menor do que §/Mn para que se tenha
|f(x) — f(a)|| < 0 sempre que seja || — a| < e.

Antes de iniciar o estudo de algumas propriedades importantes das fun-
¢Oes continuas, mostraremos ainda que a aplicagdo de R™ em si mesmo
atrds designada por p é continua na origem de R™ (de posse das propri-
edades que iremos estudar adiante o resultado obter-se-4 mais facilmente
e poderd ver-se até que pu é continua em qualquer ponto a € R™, o que
seria dificil neste momento). Com efeito, do sistema de equagdes que usé-
mos para definir a funcdo pu deduz-se facilmente, por um lado que u é
nula na origem (u(O) = O), por outro que, sendo * = (z1,...,%,) €

Y= (3/17---,yn) Zu(.’n), se tem:
Pyt =ad,

isto é:
ln(@)||* = 2]
e portanto também:
()] = [z1] < [|],
para qualquer € R™. Assim, dado § > 0 basta tomar ¢ = § para que se
verifique a desigualdade ||u(x) — pu(O)|| < § sempre que seja ||z| < e.

0 teorema seguinte revela que, tal como no caso das fungoes reais de varidvel
real, a nocao de continuidade pode exprimir-se em termos da nocao de limite de
sucessoes:

Teorema 3.1. Seja f: D — R™ (D C R") e a € D; para que f seja continua
no ponto a € necessdrio e suficiente que, sempre que x; Sseja uma sucessdoﬂ em D
convergente para a, a sucessio f(xy) convirja para f(a).

Demonstracdo. Daremos uma demonstragao praticamente idéntica a do caso das
funcoes reais de variavel real.

Suponha-se em primeiro lugar que f é continua em a e seja x; uma sucessao
em D convergente para a. Dado um nimero positivo arbitrario ¢, existe € > 0 tal
que,sex € Del|x—a| <e¢ | f(x)— f(a)| <d. Como x; — a, existe um inteiro
positivo p tal que ||@y — al|| < € para todo o k > p; e entdo, como x;, € D qualquer
que seja k € Ny, ter-se-4 também, para k > p, || f(xr) — f(a)|| < d, o que prova
que f(z) — f(a).

Em sentido inverso, se a fun¢do f nao é continua no ponto a, existe o > 0 tal
que, qualquer que seja € > 0 haverd pelo menos um ponto @ pertencente a D e
verificando ambas as condigoes:

|z —al <e e [f(x)—-fla)] =0

'Evitaremos, naturalmente, o uso (j de si «abusivo») do stmbolo @,, para designar a sucessdo
considerada, dado que a letra n estd a ser utilizada para designar a dimensado do espago que
contém o dominio de f.
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Capitulo 3. Continuidade e limite

Pondo € = 1/k poderd portanto escolher-se (para cada k € Nj) um ponto
x, € D por forma que sejam conjuntamente verificadas as desigualdades:

| —all <1/k e | f(x) - fla)ll = 6.

Obter-se-4 assim uma sucessao de termos em D, convergente para a (como
resulta da primeira dessas desigualdades) e tal que f(xy) ndo converge para f(a)
(como mostra a segunda), o que termina a demonstragao. o

De forma sugestiva, embora um pouco imprecisa, pode dizer-se que a conti-
nuidade de f no ponto a equivale a possibilidade de permutar os simbolos «f» e
«lim»:

lim f(xx) = f(limxy),

quando aplicados sucessivamente a qualquer sucessdo em D convergente para a.

Tendo em conta o precedente Teorema [3.1] e algumas propriedades da nogao de
limite de uma sucessao mencionadas em [2.2] obtém-se sem qualquer dificuldade os
resultados seguintes (em cujos enunciados se supée a € D C R"; f,g: D — R™ e
a:D —R).

e Se f é constante em D, é continua em qualquer ponto de D.

e Se f e g sdo continuas no ponto a, também o sio f+gq, f—g, f-g el fll
(como caso particular — para m = 1 — resulta que se as fungoes reais f e
g sao continuas no ponto a € D, sao também continuos no mesmo ponto o
seu produto usual, fg, e a fungao |f]).

e Se a e f sdo continuas mo ponto a, af também o é; se, além disso, for
ala) # 0, o cociente f/a = 1/af — funcdo definida nos pontos © € D
tais que a(x) # 0 — € continuo no ponto a (em particular, o cociente de
duas fungoes reais definidas em D e continuas no ponto a é uma fungao
continua no mesmo ponto, desde que nele se ndo anule a fungao que figura
em denominador).

Sejam agora m, n e p trés nimeros inteiros positivos, D um subconjunto de
R™ e £ um subconjunto de RP; sejam ainda g uma aplicagao de D em RP cujo
contradominio esteja contido em E e f uma aplicaggo de E em R™. Nestas
condigoes, a composta f o g, definida por:

(fog)(x)=f(9(x))

¢ uma aplicagdo de D em R™, reconhecendo-se imediatamente (utilizando, por
exemplo, o Teorema |3.1]) que:

e Se g € continua num ponto a € D e f é continua no ponto g(a), entdo fog
€ continua no ponto a.
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Com estes resultados, fica muito facilitado o estudo da continuidade para a
generalidade das fungdes de varidvel vectorial que surgem mais frequentemente
nas aplicagoes.

Consideremos em primeiro lugar o caso das fungdes reais (m = 1) e, para maior
facilidade, suponhamos por agora que sao apenas duas as varidveis independentes,
que designaremos por = e y, em lugar de x; e x5 (voltamos assim de momento as
notagoes usadas de inicio, no pardgrafo |1.2)).

E fcil ver que as funcdes p; e py definidas em R? pelas férmulas:

pi(z,y) =2 e pz,y) =y

sdo continuas em qualquer ponto (a,b) € R? (para p;, por exemplo, basta atender
a que

p1(z,y) — pi(a,b)] = |z —a| < /(z —a)?+ (y —b)? = ||(z,y) — (a,b)]],

o que mostra que se terd |p;(z,y) — pi(a,b)| < 0 sempre que (z,y) pertenga & bola
de centro (a,b) e raio € = J).

Deste facto resulta imediatamente, atendendo a propriedades da continuidade
acabadas de referir, que a funcao f considerada no exemplo 1. de

flay)=2>+y* ((z,y) €R?)

é continua em qualquer ponto (a,b) € R? (basta notar que f = p;p;+paps ¢ a soma
de produtos de fungoes continuas nesse ponto); mais geralmente, pode concluir-
se de modo anélogo que qualquer funcdo polinomial P(x,y) — isto é, qualquer
fungéo que possa representar-se como soma de (um nidmero finito de) «monémios»
da forma geral cz"y®, onde ¢ é uma constante real e r e s inteiros nao negativos
— ¢ contfnua em qualquer ponto de R?; e também que qualquer funcdo racional
de duas varidveis reais, representavel como cociente de duas fungoes polinomiais:

P(z,y)
Q(z,y)

(nao sendo Q(x,y) o polinémio nulo) é continua em todos os pontos (x,y) € R?
tais que Q(z,y) # 0, isto é, em todos os pontos do seu dominio.

Por sua vez o resultado relativo & continuidade de uma funcao composta de
fungdes continuas e alguns dos conhecimentos obtidos no estudo das fungoes reais
de varidvel real permitem analisar facilmente, do ponto de vista da continuidade,
muitas func¢oes nao racionais correntes nas aplicacoes.

A titulo de exemplo, consideremos a funcao

x3+y3

1— 22

¢(z,y) = arctg

(suposta definida no subconjunto D de R? formado por todos os pontos (z, ) que
verificam as condigoes x # 1 e x # —1). Como se tem ¢ = 1 o §, com:

(u) = arctgu  (u € R)
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Capitulo 3. Continuidade e limite

3.3
e,y) = % (zeD)

sendo 6 continua em todos os pontos de D (por ser uma funcdo racional) e 1
continua em cada ponto do contradominio de 6 (visto que é continua em R) pode
concluir-se que ¢ é continua em todos os pontos do seu dominio.

Claro que estas ideias se estendem de forma 6bvia ao caso de fungoes reais de
n varidveis reais x1, xs, ..., x, (com n > 2). Por exemplo, a continuidade em qual-
quer ponto @ = (ay, ..., a,) € R" de uma funcdo polinomial P(x) = P(xy,...,z,)
— 1isto é, de uma funcado representdvel como soma de «mondémios» do tipo
cxtag? ... xlr — resulta imediatamente da continuidade (facilmente provada) das
«projeccoes» pj:

pj(w) ij(:zcl,...,xn) = Zj (] € {17""”})

e dos resultados ha pouco enunciados sobre a continuidade das fungoes constantes
e das somas e produtos de fungoes continuas. De forma andloga se conclui a
continuidade de uma funcéo racional de n varidveis reais:

P(xy,29,...,2,)
Q(x1, T2, ..., Ty)
em todos os pontos & = (x1,...,2,) € R" tais que Q(x) # 0; e o teorema que

relaciona a continuidade com a composicao de funcbes permite uma vez mais
alargar consideravelmente o quadro das fungoes cujo estudo, deste ponto de vista,
pode efectuar-se com extrema simplicidade.

Assim, por exemplo, reconhece-se imediatamente que a funcao de m varidveis
reais mencionada como exemplo em [I.4}

y:h(l‘l,...,$m) :10g<$%—|—--~—|—x%®),

que é o resultado da composigao de y = logu (continua para u > 0) com a funcao
polinomial © = 2% + --- + 22, (continua em todos os pontos de R™) é continua
em qualquer ponto de R™ distinto da origem, isto é, em todos os pontos do seu
dominio.

Passemos agora ao caso das fungbes vectoriais, o qual, como vamos ver, se
reduz trivialmente ao das fungoes reais que acabamos de analisar; neste sentido, o
resultado essencial é o que se exprime no seguinte:

Teorema 3.2. Seja f: D — R™, com D CR" ea € D; para que f seja continua
no ponto a é necessdrio e suficiente que sejam continuas no mesmo ponto todas
as suas func¢oes coordenadas.

Demonstragao. Consideremos as relagoes ja habituais (verificadas para todo o
x € Deparaiec{l,...,m}):

[fi(x) = fila)| < |[f(=) = fla)]| < Z|fi(w) — fi(a)].
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A primeira desigualdade mostra que, dado 6 > 0, se determinarmos € > 0 por
forma que se tenha || f(x) — f(a)|| < 0 sempre que x pertenga ao conjunto B.(a)N
D — o que é possivel, se f for continua em a — se terd também (para qualquer
inteiro positivo i < m) |fi(x) — fi(a)| < 0 para todo o & nesse mesmo conjunto:
assim, a continuidade de f implica a de todas as suas fung¢oes coordenadas.

Reciprocamente, suponha-se que, para i € {1,...,m}, f; é continua no ponto
a e seja 0 um numero positivo arbitrdrio; determine-se para cada inteiro positivo
1 < m um ntmero positivo ¢; tal que

2 € By(a)n D= |fi@) - fila)| < ©

e designe-se por € o menor dos numeros €q,...,€,. Entao, sempre que se tenha
x € B.(a) N D ter-se-4 também:

I£(2) - f@)l < Y1) ~ )] <3 2 =5

—'m
=1
o que prova a continuidade de f no ponto a. O

Seria agora bastante facil justificar a continuidade em qualquer ponto
a € R" de uma aplicagdo linear f de R™ em R": bastaria observar que
cada uma das coordenadas de f é uma fungdo polinomial; e seria também
quase imediata a prova de uma afirmacao anterior, relativa & continuidade
em cada ponto do seu dominio da aplicacdo de R™ em si mesmo atrés
designada por u: com efeito, facilmente se verifica que cada uma das fungoes
coordenadas de p é continua em qualquer ponto a € R".

Um outro exemplo muito simples: designemos por I a aplicagdo idéntica
de R™ em si mesmo, I(x) = x para cada & € R"; para cada inteiro positivo
j < n, a funcdo coordenada de ordem j da aplicagdo I é precisamente a
projecgao pj,

pi(x) =pj(z1,...,2,) = ;.

E, atendendo a que [ é evidentemente continua em qualquer ponto de
R™, logo se confirma a continuidade, atrds mencionada, de cada projeccao
p;j em qualquer ponto a € R".

Antes de passarmos ao estudo da continuidade de um ponto de vista global,
enunciaremos ainda dois resultados muito simples — consequéncias imediatas da
definicdo de continuidade — cujas demonstragdes poderao ficar como exercicios
para o leitor.

O primeiro pode enunciar-se nos termos seguintes:

Se f é uma funcgdo real definida em D C R™ e continua no ponto a € D e se
f(a) > 0, entdo existe € > 0 tal que, para todo o x € B.(a) N D se tem f(x) > 0;
no caso de uma funcdo vectorial f : D — R™, continua no ponto a, poderd por
exemplo afirmar-se que, se f(a) # b (com b € R™), existe € > 0 tal que f(x) # b
sempre que x € B.(a)N D.
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Capitulo 3. Continuidade e limite

Antes de enunciar o segundo resultado convém referir que, sendo ainda f uma
funcao definida em D e com valores em R™, se diz que f é limitada sse existe
k € R tal que ||f(x)|| < k para todo o € D, isto é, sse o contradominio de f,
f(D), é um conjunto limitado. Mais geralmente, sendo A um subconjunto de D,
diz-se que f é limitada em A sse a restrigao de f a A (isto é, a funcdo f/4 que
tem por dominio o conjunto A e verifica a condicao f,a(x) = f(x) para todo o
x € A) é limitada; ou, o que é o mesmo, sse for limitado o conjunto:

f(A) ={f(=) @ e A},

que é o contradominio de f,4, também designado por transformado do conjunto
A pela funcao f.

Apo6s estas definigoes, podemos enunciar o segundo dos resultados acima refe-
ridos:

Se f: D —R™, com D CR" ¢ uma funcio continua no ponto a, existe ¢ > 0
tal que f € limitada no conjunto B.(A) N D.

Seja agora D um subconjunto de R™ e f uma funcao definida em D e com
valores em R™; nestas condigoes, diz-se que f é continua em D (ou apenas que f
é continua) sse f é continua em cada ponto a € D. Mais geralmente, sendo A um
subconjunto de D, diz-se que f é continua em A sse f;4 é continua (em A).

Dispomos agora de todos os elementos necessarios para a generalizagao dos
teoremas fundamentais — teoremas de Weierstrass e de Heine--Cantor, teorema
do valor intermédio, etc. — que estudamos no quadro das fungoes continuas de
varidvel real.

Comegaremos pelo seguinte:

Teorema 3.3. Seja D um conjunto compacto de R™ e f : D — R™ uma funcdo
continua (em D). Nestas condicdes, o contradominio de f, f(D), é um conjunto
compacto.

Demonstragao. De acordo com o Teorema [2.9) bastard provar que qualquer su-
cessdo de termos em f(D) tem uma subsucessdo convergente para um ponto de
f(D). Seja entdo y; uma sucessao qualquer em f(D) e, para cada inteiro positivo
k, escolha~se um ponto @ € D tal que f(xx) = yx. Como D é um conjunto com-
pacto, poderd extrair-se da sucessdo x; uma subsucessao x,, convergente para
um ponto xy € D; e como f é continua em D (e portanto em x), do facto de x,,

convergir para xy pode deduzir-se que y,, = f(x, ) — que é uma subsucessao
da sucessdao y, — converge para o ponto yo = f(xg) € f(D), o que termina a
demonstracao. [

Registaremos agora mais algumas defini¢bes importantes, que quase seria des-
necessario formular explicitamente dada a sua semelhanga com as que conhecemos
do estudo das funcoes de varidvel real.

Sendo f uma funcgao real definida em D C R”, diz-se que f tem mdzimo
(em D) sse existe ¢y € D tal que f(x) < f(xo) para todo o @ € D; qualquer
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3.1. Continuidade

ponto xy que verifique a condi¢do indicada diz-se um ponto de mdzimo (ou um
mazximizante) de f e o valor f(xg) é o mdrimo da funcdo (em D), designado
por maxp f ou maxgep f(x). Definem-se de forma andloga as nogoes de minimo,
ponto de minimo, etc.
Mais geralmente, sendo A um subconjunto qualquer do dominio D da funcao
[, diz-se que f tem mdzimo em A sse f;4 tem méximo (em A); e nessa hipétese
chama-se mdzimo de f em A (maxa f ou maxgea f(x)) a0 méximo da sua res-
trigio, maxy4 f/4. Como é ébvio, f tem méximo em A sse o conjunto f(A) tiver
maéximo, verificando-se entao a igualdade:
max f(x) = max f(A).
xeA
Definem-se ainda, de forma O6bvia, as nogoes de supremo e infimo de uma
fungao real f num subconjunto A do seu dominio D (sup, f, inf4 f, etc.) podendo,
em particular, ser A = D. Para que existam conjuntamente o supremo e o infimo
de f em A (suposto nao vazio) é necessdrio e suficiente que f seja limitada em A
e, em tal hipétese, f terd maximo em A sse existir um ponto xy € A tal que

f(o) = sup f(x),
€A
tendo-se entao max, f = sup, f; e analogamente para o minimo e o infimo. Como
simples consequéncia do Teorema 3.3, podemos agora enunciar:

Teorema 3.4 (Weierstrass). Se D C R" é um conjunto compacto ndio vazio,
qualquer funcdo real f, definida e continua em D, tem mdximo e minimo nesse
conjunto.

Demonstracao. Nas condigoes da hip6tese, decorre do teorema anterior que f(D)
¢ um subconjunto compacto, ndo vazio, de R; por ser limitado e nao vazio, f(D)
terd supremo e infimo em R, os quais serdo necessariamente pontos aderentes a
f(D) — é evidente que lhe ndo podem ser exteriores — e portanto pertencerao
a f(D), por este conjunto ser fechado. Conclui-se assim que f(D) tem mdximo e
minimo, isto é, que f tem maximo e minimo no conjunto D. L]

Trataremos agora de generalizar uma outra nogao de extrema importancia, a
de continuidade uniforme. Seja f : D — R™, com D C R", e seja A um subcon-
junto de D (podendo ser, em particular, A = D); diz-se que f é uniformemente
continua no conjunto A sse para todo o § > 0 existe ¢ > 0 tal que, quaisquer
que sejam os pontos x, &’ € A verificando a condigdo || — &'|| < €, se tiver

1/ () = f(&)]| <.

Como exemplo com interesse, mencionaremos o de uma aplicacdo linear
f:R®™ — R™. Para provar que uma tal aplicagdo é continua em qualquer
ponto a € R", deduzimos atrds a relagao (vélida para a,x € R"):

If(z) = f(a)] < Mn|z — a,
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onde M designava um nimero positivo, independente de a e . E ficil
reconhecer agora, a partir desta mesma relacdo, que f é uniformemente
continua em R™: com efeito, dado § > 0, bastard tomar um nimero positivo
€ < 0/Mn para que se tenha || f(z) — f(a)|| < d sempre que a e x sejam
dois pontos de R” tais que ||z — a| < e.

Reconhece-se sem dificuldade que uma func¢ao uniformemente continua num
conjunto é continua no mesmo conjunto, sendo a reciproca falsa, em geral, como
é sabido do estudo das funcoes de uma varidvel real. Verifica-se, no entanto, o
seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.5 (Heine—Cantor). Seja D um subconjunto compacto de R™. Qual-
quer funcao f : D — R™ continua em D, é uniformemente continua no mesmo
conjunto.

Demonstra¢ao. Suponha-se que alguma funcgdo f, nas condigoes da hipétese, nao
era uniformemente continua em D. Existiria entdo um ntimero positivo 9 tal que,
para cada ¢ > 0 seria possivel determinar dois pontos x,x’ € D por forma que
fossem conjuntamente verificadas as desigualdades:

o —a'| <e e |[f(x)-fl@)] =0

Pondo € = 1/k (com k = 1,2,...) poderia assim obter-se para cada k € N; um
par de pontos xy, ) € D verificando as condigoes:

1

lew — 2l < o e 1 f () = fl@i)] 2 0.

Da sucessao @, de termos no conjunto compacto D, poderia extrair-se uma
subsucessao x,,, convergente para um ponto €y € D. E, atendendo as relagoes:

Hw;k - wOH = H(w;’k - ka) + (wpk - wO)H

< @y, — @, || + 2, — o]

+ || xo||,
Pk Pr 0

logo se reconhece que também a sucessido x,, seria convergente para .
Ter-se-ia assim, dada a continuidade de f em D (e portanto em )

lim f(zp,) = f(zo) = lim f(z;,)

k—o0 k—o0

e portanto também:

lim (f(z,,) — f(,)) =0,

k—o0
em contradigdo com o facto de dever ser verificada, para todo o k € Ny, a desi-
gualdade:

1f () = f(p )]l = 6.

Esta contradigao permite dar por concluida a demonstragao do teorema. [
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A nocao de continuidade uniforme e o precedente teorema de Heine--Cantor
ser-nos-ao indispensdveis em diversas fases ulteriores do nosso curso. Um outro
resultado com interesse na sequéncia é o que se exprime no Teorema (3.6, o qual
constitui a generalizacao adequada de um resultado conhecido, relativo & conti-
nuidade da fungao inversa de uma funcao continua que aplique injectivamente um
intervalo I C R na recta real R.

Teorema 3.6. Seja f : D — R™ uma funcao continua no conjunto compacto
D C R™ e suponha-se que f aplica injectivamente D em R™; entdo a func¢ao
inversa g = f~1: f(D) — R"™ é continua em f(D).

Demonstragao. Tendo em conta o Teorema [3.I) bastard provar que, sendo ¥y
um ponto arbitrdrio de f(D) e y, uma sucessdo qualquer de termos em f(D)
convergente para ¥y, se tem necessariamente g(yx) — g(yo).

Ponha-se xy = ¢(yo) e, para todo o inteiro positivo k, xr = g(yx); @) serd
uma sucessao de termos em D, xy um ponto de D e ter-se-a:

Yr = f(xr) — Yo = f(20),

interessando agora provar que x; — .

Recorrendo directamente & definicdo de limite de uma sucessao logo se vé que,
se x, nao convergisse para &g, existiria € > 0 tal que, para uma infinidade de
valores inteiros positivos de k, ndo seria verificada a condigdo ||xr — x¢| < €
ou, de outra forma: existiria uma subsucessao x,, de x; para a qual se teria
|y, — ol > € para todo o k € N;. Pelo Teorema 2.9, a sucessdo x,,, de
termos no conjunto compacto D, admitiria por sua vez uma subsucessao T,
(também subsucessao de xj) convergente para um ponto &, € D; mas, verificando-
se necessariamente, para todo o inteiro positivo k, a condigao:

g, = zoll = €,

o limite xj, da sucessdo x,, seria certamente distinto do ponto x, e portanto —
pondo y;, = f(x)) — ter-se-ia também, dada a injectividade de f:

Yo = f(xg) # f(x0) = Yo

Nestas condigoes, porém, a continuidade de f em x{ e a convergéncia de x,,
P - - . , y

para x( implicariam que a sucessao y,, = f(x, ) convergisse para y,, o que é
absurdo, porque y,, ¢ uma subsucessao de y; e yi, por hipétese, converge para
Yyo. Pode assim considerar-se terminada a demonstragao. [

Cada um dos dois teoremas seguintes constitui, de certo ponto de vista, uma
generalizagao natural do cldssico teorema do valor intermédio, relativo a fungoes
continuas num intervalo da recta R; porém, o Teorema nao é mais do que um
simples corolério do:
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Capitulo 3. Continuidade e limite

Teorema 3.7. Seja f : D — R™, com D C R"; se f é continua (em D) e D é
um conjunto conezo, f(D) é também conezo.

Demonstracao. Suponha-se que, sendo f continua em D, f(D) nao era conexo.
f(D) seria entdo a reunido de dois conjuntos separados, isto é, existiriam dois
conjuntos nao vazios A* e B* verificando as condigoes:

A*NB*=0, A*NB*=(

f(D) = A*U B".

DesignemosE| por A o conjunto de todos os pontos & € D tais que f(x) € A* e
por B o conjunto dos & € D tais que f(x) € B*.

Deduz-se imediatamente que A e B seriam nao vazios (porque A* e B*,
contidos em f(D) sdo nado vazios) e também que AU B = D (porque sendo
f(D) = A* U B*, para qualquer & € D se verificaria necessariamente uma das
condigoes f(x) € A* ou f(x) € B*).

Ter-se-ia ainda, como vamos ver,

ANB=0 e ANB=1

(provaremos apenas a primeira igualdade, j4 que a prova da segunda seria idén-
tica). Com efeito, se algum ponto g € A fosse aderente ao conjunto B, existiria
(pelo Teorema uma sucessao x, de termos em B convergente para xg; mas
entdo, dada a continuidade de f em xg, a sucessdo f(xy), de termos em B*, con-
vergiria para f(xg) € A* e (pelo mesmo teorema hd pouco mencionado) poderia
deduzir-se que f(xo) era aderente ao conjunto B*, isto é, que A* N B* # 0.
Assim, na hip6tese de f ser continua e f(D) nao ser conexo, concluir-se-ia que
o conjunto D era a reuniao de dois conjuntos separados, isto é, que o conjunto
D era desconexo; esta conclusao é obviamente equivalente ao que pretendiamos
provar. L]

Uma consequéncia imediata é o seguinte:

Teorema 3.8 (teorema do valor intermédio). Seja f uma fungdo real, de-
finida e continua no conjunto conexo D C R™; se os numeros reais o e [3, com
a < B, pertencem ao contradominio de f e se v é um real tal que o < v < f3,
entao existe pelo menos um ponto x € D tal que f(x) = .

Demonstracao. Basta observar que, nas condigoes da hipétese, f(D) é um con-
junto conexo de R, isto é, um intervalo (Teorema [2.10)). [

2Usa-se correntemente em situacdes como esta a notacio f -1 (A*) para designar o conjunto A,
chamado imagem reciproca ou imagem inversa por meio de f do conjunto A*; convém observar
que tais notacoes sdo usadas mesmo em casos, como o presente, em que se nao supode que f seja
injectiva, podendo portanto nao existir a funcdo inversa, f~1.
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3.1. Continuidade

De uma forma geral, os precedentes Teoremas a estabelecem
certas propriedades importantes do contradominio de uma fungao (ou da
prépria fungdo, ou da sua inversa, quando existente) decorrentes da hipé-
tese da fungéo ser continua e do seu dominio ser um conjunto com certas
caracteristicas especiais (compacto ou conexo). Como é ébvio, qualquer
desses resultados é susceptivel de uma extensdo trivial, resultante de se
considerar, em lugar do dominio D da fungao f, um subconjunto qualquer
A de D que possua também as caracteristicas em causa; a funcdo poderd
entdo ser substituida nos raciocinios pela sua restrigdo ao conjunto A e sé a
respeito desta restricdo haverd que por a hipdtese de continuidade. Assim,
por exemplo, sendo f : D — R™ (com D C R™), A C D e f continua no
conjunto A poderd concluir-se que, se A for compacto o mesmo se verificard
com f(A) (abreviadamente: as fungdes continuas transformam conjuntos
compactos em conjuntos compactos); que, na mesma hipdtese sobre A, f é
uniformemente continua em A (as fungoes continuas em conjuntos compac-
tos sdo uniformemente continuas); que f(A) é conexo se A o for (as fungoes
continuas transformam conjuntos conexos em conjuntos conexos), etc.

No caso m = 1, pode ainda concluir-se que, sendo A um compacto
nao vazio, f(A) tem méximo e minimo (qualquer funcdo real continua num
conjunto compacto néo vazio tem méximo e minimo nesse conjunto), etc.

Como exercicio 1til, o leitor podera procurar exemplos capazes de mos-
trar que, nos enunciados dos teoremas referidos, ndo seria possivel «en-
fraquecer» as hipdteses sem prejudicar a generalidade das conclusoes; por
exemplo: num conjunto que nao seja compacto hd sempre fungdes que nao
sao uniformemente continuas e fungoes reais continuas que nao tém maximo
ou minimo; num conjunto desconexo ha sempre fungdes continuas com con-
tradominio desconexo; uma fungdo nao continua pode transformar conjun-
tos conexos em conjuntos desconexos e conjuntos compactos em conjuntos
que o nao sejam, etc.

Outra consequéncia interessante do Teorema ¢ a que se exprime no se-
guinte:

Teorema 3.9. Seja X um subconjunto de R"; se, para qualquer par (a,b) de
pontos de X existe uma funcao continua ¢ : [0, 1] — R™ verificando as condigoes:

©(0) = a,p(1) =b e p(t) € X para todo ot € [0, 1], entdo o conjunto X é
COnexo.

Figura 3.3
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Capitulo 3. Continuidade e limite

A condigao referida no enunciado pode ser expressa, de forma mais sugestiva,
dizendo que quaisquer pontos a,b € X podem ser «unidos por uma curva contida
em X». Para a demonstracao observe-se que, se X nao fosse conexo, existiriam
conjuntos separados A* e B* tais que A* U B* = X. Escolhidos arbitrariamente
dois pontos a € A* e b € B*, existiria também, por hipdtese, uma fung¢ao continua
¢ : [0, 1] — R™ tal que ¢(0) = a,¢(1) = b e p([0, 1]) C X. Nestas condigdes,
pondo:

A=p([0,1])NA* e B=¢(0,1])nB*

ter-se-ia:
e([0,1])=AUB

(visto que ¢([0, 1]) € A*U B* = X), sendo A e B conjuntos separados (para o
reconhecer, basta observar que A e B sao nao vazios — porque a € Aeb e B —
e ter em conta as relagoes A C A*, B C B* e o facto de A* e B* serem conjuntos
separados). Assim, concluir-se ia que o conjunto ¢([0, 1]) era desconexo o que é
absurdo, porque o intervalo [0, 1] é conexo e a fungao ¢ é continua.

Costuma-se chamar conjuntos conexos por arcos aos conjuntos X C R”
que verificam a condigdo mencionada no enunciado do Teorema, (isto é,
tais que dois pontos quaisquer a,b € X podem sempre ser unidos por uma
curva contida em X). Nestes termos, o enunciado desse teorema poderia
sintetizar-se dizendo que qualquer conjunto conexo por arcos é conexo.

Observe-se, de passagem, que a reciproca é falsa (por exemplo, pode
provar-se que o subconjunto X de R? formado pelo grafico da funcio sen 1/x
ampliado com a origem é conexo, mas que nao existe qualquer curva contida
em X unindo a origem a outro ponto qualquer do mesmo conjunto).

Observaremos ainda que, na sua generalidade, os resultados obtidos
neste paragrafo sao validos em espagos muito mais gerais do que os espacos
R"™ — por exemplo, em espagos métricos — sendo as demonstragoes prati-
camente idénticas as que aqui foram feitas (haverd contudo nalguns pontos
necessidade de certas «adaptagdes»: assim, por exemplo, no caso dos Te-
oremas [3.3] B4 e [3:5] haverd que ter em conta que, no quadro geral dos
espagos métricos, a nogao de conjunto compacto néo equivale & de conjunto
limitado e fechado).

No entanto, pareceu preferivel — mesmo para quem tencione vir a de-
senvolver bastante os seus estudos no dominio da Anélise — que a primeira
abordagem destas ideias (para além do estudo das fungoes reais de varidvel
real) se processasse no quadro particularmente importante e sugestivo facul-
tado pelos espagos R™. Julga-se assim ter evitado um tratamento demasiado
abstracto, cuja profundidade e alcance dificilmente poderiam ser apreen-
didos neste momento, até por impossibilidade de motivacdo adequada; e
pensa-se também que, ultrapassada esta fase, ficard bastante facilitado o
acesso aos pontos de vista mais elevados que alguns leitores decerto deseja-
rao vir a alcancar neste dominio.
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3.2. Limite

3.2 Limite

A nocao de limite estd muito intimamente relacionada com a de continuidade; em
muitos textos, o estudo do conceito de limite precede o das fungées continuas ou
¢é feito a par e passo com o das primeiras propriedades destas fungoes. Julgou-
se contudo preferivel estudar em primeiro lugar as propriedades essenciais das
fungdes continuas, sem qualquer referéncia a noc¢ao de limite, que é talvez um
pouco mais elaborada; o estudo dos limites ficard agora muito facilitado e surgird
de modo natural, imediatamente antes do capitulo em que pela primeira vez eles
irdo ser necessarios: a introducao ao calculo diferencial em R”.

Para introduzir mais simplesmente a noc¢ao de limite, consideraremos em pri-
meiro lugar o caso das fungoes reais; veremos depois que a extensao as fungoes
vectoriais nao oferece a menor dificuldade.

Antes de dar as definigoes formais, faremos ainda algumas consideragoes pre-
paratérias. Neste sentido, recorde-se que, sendo f uma fungao real definida num
conjunto D C R™ e a um ponto de D, dizemos que f é continua no ponto a sse
para todo o § > 0 existe € > 0 tal que

x € B(a)N D= |f(x) — f(a)] <.

De acordo com as defini¢oes que enunciaremos adiante, o facto de esta condic¢ao
ser verificada poderd também traduzir-se dizendo que «f(x) tende para f(a)
quando x tende para a» ou que «f(a) é o limite de f(x) quando x tende para
a», e escrevendd’}

lim f(x) = f(a)

Suponhamos agora que a é um ponto aderente ao dominio D da fungao f,
nao pertencente a esse dominio (neste caso, a serd necessariamente ponto de
acumulagdo de D). Nao existe entdo valor da fungao f no ponto a e f nao
pode evidentemente ser continua nesse ponto; mas pode acontecer que exista um
ntimero b € R com o qual — no lugar de f(a) — seja verificada a condigao atrés
indicada. Se existir de facto b € R nessas condigoes — isto é, tal que, qualquer
que seja 0 > 0 exista ¢ > 0 por forma que todo o @ € D que satisfaga a condig¢ao
|lx — a|| < € verifique também |f(x) — b| < 6 — diremos ainda que f(x) tende
para b quando @ tende para a e escreveremos:

lim f(x) = 0.
r—a
No caso que estamos a considerar (a € D\D) é facil ver que a existéncia de
limite equivale a possibilidade de «prolongar por continuidade a fungao f ao ponto
a», isto é, equivale & existéncia de uma funcdo f — chamada prolongamento por
continuidade de f ao ponto a — definida em D U {a}, continua em a e tal que

3Esta notacdo e também o artigo definido incluido na ultima das afirmacées precedentes s6
ficarao inteiramente justificados quando se tiver reconhecido a unicidade do limite.
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Capitulo 3. Continuidade e limite

f /p = f. Narealidade, se for limg_.o f() = b ver-se-4 sem dificuldade que a tinica
fungdo f que satisfaz as condic¢oes acabadas de indicar é a fungao f: DU{a} — R
tal que:

b se £ = a.

N {f(:c) sex €D

A titulo de exemplo, consideremos a fungao definida pela férmula:

f(z,y) it
x?y = M
x4 1?

no conjunto D = R*\{(0,0)}.

Resultados obtidos no pardgrafo precedente permitem reconhecer imediata-
mente que f é continua em todo o seu dominio; quando (z,y) tender para um
ponto qualquer (a,b) € D, a fungdo tenderd portanto para um limite, igual ao seu
valor no ponto considerado. Quanto ao ponto (0,0), é claro que f nao é continua
nesse ponto, nao existindo sequer o valor f(0,0). Tem-se, contudo, como vamos
ver (em notacao de significado evidente):

lim x,y) = 0.
($7y)—>(0,0)f( v)

Com efeito, sendo (z,y) # (0,0), tem-se:

2% — g2 2% + o2
fayl =« TV
\/x +vy \/x +vy

e portanto a condigdo |f(z,y)| < J serd verificada por todo o ponto (x,y) € D tal
que ||(@, y)ll = /22 + ¢ < 3.

Fica assim provado que f(z,y) tende para 0 quando (z,y) — (0,0) e é claro
que para prolongar por continuidade a fungdo f a origem bastaria «atribuir-lhe»
nesse ponto o valor 0 (esta frase é incorrecta: o prolongamento por continuidade
¢ uma fungao distinta da fungao f, visto que nao tem o mesmo dominio).

Consideremos agora a fungdo ¢, definida no mesmo conjunto D do exemplo
anterior, pela féormula:

22—y
2 + y?
Esta funcao também é continua em qualquer ponto do seu dominio e, para

(o, B) # (0,0), tem-se:

o(r,y) =

042 _ 62
lim T,Y) = ———5-
(2,y)—(,8) #le.y) a? + (32

Para averiguar da existéncia de limite na origem observemos primeiramente
que, sendo x e y ntimeros reais diferentes de zero, se tem:

p(x,0)=1 e ¢(0,y) =—1
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0 que mostra que a restricao de ¢ ao «eixo das abcissas privado da origem» (isto
é, ao conjunto de todos os pontos (z,0), com x # 0) é a fungao identicamente
igual a 1 e que a restricdo de ¢ ao «eixo das ordenadas privado da origem» é a
funcao que toma o valor —1 em qualquer ponto deste conjunto. Esta observagao
torna evidente que em qualquer bola centrada na origem, por menor que seja o
seu raio, haverd sempre pontos em que ¢ toma o valor 1 e pontos em que ¢ toma o
valor —1 (alids infinitos, num caso e no outro; na bola de raio €, os pontos (¢/2,0)
e (0,¢/2) podem servir de exemplo de cada um desses casos).

Y

Figura 3.4

Daqui decorre facilmente a impossibilidade da existéncia de limite. Com efeito,
se para algum nimero real b fosse verdadeira a proposicao:

lim T =0,
(z,9)—(0, 0)90( ) =

fixado d, por exemplo, no valor 1, deveria existir ¢ > 0 tal que, para qualquer
(x,y) pertencente a D e & bola centrada na origem e com raio ¢, se teria:

Porém, escolhido um € nessas condicoes, ter-se-ia:

2o (59) -5(05)] - [ (5) -0+ - 0]
<l (o) o+ lp(05) - <11-2

o que é absurdo.

Assim, a fungao ¢ nao tem limite no ponto (0, 0); e imediatamente se reconhece
também que, seja qual for o valor real de b, o «prolongamento» ¢ de ¢ definido
por:

5(a.q) = {m,y) se (a,y) € D
b se (z,y) = (0,0),
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Capitulo 3. Continuidade e limite

nunca serd continuo na origem.

Feitas estas consideragoes, introduziremos agora formalmente a definicdo de
limite, que neste momento ja deve ser obvia:

Seja f uma funcao real definida num subconjunto D de R", e sejam a =
(ai,...,a,) um ponto aderente a D e b um ndimero real. Diz-se que f(x) tende
para b quando x — a sse para todo o 0 > 0 existe € > 0 tal que, sempre que
x € R™ verifique as condigdes € D e ||z — a|| < ¢, se tenha |f(x) — b| < d.

Convém observar que, em alguns textos, a definigdo de limite adoptada
nao é equivalente & que acaba de ser enunciada (tanto no caso, agora consi-
derado, das fungses reais de n varidveis reais como no das fungoes vectoriais
que veremos dentro em pouco, e tanto para n > 1 como para n = 1).

As diferencas entre as duas defini¢oes sdo as seguintes:

1. Em vez de se exigir, como aqui fizemos, que a condicdo
| f(x)—b| < § seja verificada sempre que se tenha x € D e ||z —al| <k,
impoe-se que essa mesma desigualdade seja satisfeita por todos os pon-
tos & € D tais que 0 < ||x — a|| < e. E 6bvio que, no caso de a nio
pertencer a D, as duas definigdes conduzem exactamente aos mesmos
resultados; mas se for @ € D, o valor de f em a serd «ignorado» na
defini¢do aqui ndo adoptada — sendo o limite, se existir, inteiramente
independente de f(a) — enquanto pela defini¢io que usaremos neste
texto a existéncia do limite de f num ponto a do seu dominio impoe
que se verifique necessariamente a igualdade:

lim f(z) = f(a),

r—a
e equivale assim & continuidade de f no ponto a.

2. Em vez de se exigir que a seja um ponto aderente ao dominio D da
fungdo f, como aqui foi feito, impde-se que a seja ponto de acumula-
¢ao do mesmo conjunto (deixando-se, assim, de considerar limites em
pontos isolados do conjunto D). Esta modificacdo estd inteiramente
relacionada com a anterior e, por assim dizer, decorre dela: é fdcil ver
que o que se impoe ao ponto a, em cada caso, é precisamente o que
importa para se poder garantir a unicidade do limite.

A diferenca entre os dois pontos de vista ndo é importante, em termos
conceptuais; trata-se mais de um «pormenor de ordem técnica», ao qual
nos referimos apenas para prevenir o leitor e evitar-lhe eventuais duvidas
e perdas de tempo. Pensamos que a definicdo que decidimos adoptar —
mesmo que obrigue alguns leitores a um pequeno esforco de adaptacao que,
nesta fase do seu estudo, ndo poderd ja comportar qualquer dificuldade
séria — permite organizar de forma mais natural e harmoniosa alguns as-
pectos da teoria, e por isso a preferimos. De resto, como poderemos ver na
sequéncia, o conceito correspondente & outra defini¢do surgird aqui também,
como caso particular da no¢do mais geral de limite relativo a um subcon-
junto A do dominio D da fungéo considerada (precisamente no caso de ser

A=D\{a}).
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Consideremos agora o caso mais geral das fungoes vectoriais. Naturalmente,
sendo f : D — R™ (com D C R"), a um ponto aderente a D e sendo agora
b = (by,...,by) um vector qualquer de R™, diremos que f(x) tende para b
quando x tende para a sse qualquer que seja § > 0 existir € > 0 tal que, para
todo o ponto € R™ que verifique as condigbes € D e ||z — al| < ¢, se tenha
If(x) — bl <o.

Prova-se sem qualquer dificuldade (e serd consequéncia imediata de resultados
posteriores) que, se f(x) tende para b e também para b’ quando x tende para a,
entdo é necessariamente b = b’. Nesta hipdtese, o (tinico) vector b que verifica
esta condigao é designado por limite de f(x) quando x tende para a ou limite de
f mno ponto a, podendo escrever-se:

lim () = b
ou
lim flzr, .o xn) = (b1, .., by).
(z1,..0szn)—(a1,....,an)
ou ainda, mais simplesmente:
litrlnf =b.

Vé-se também sem a menor dificuldade (tendo em conta as defini¢bes de con-
tinuidade e de limite) que a existéncia do limite de f no ponto a equivale &
existéncia de um prolongamento por continuidade de f ao ponto a, isto é, de uma
funcao f : DU{a} — R™ continua no ponto a e tal que f/D = f. No caso em que
a (sempre aderente a D) nao pertence a D, esse prolongamento é definido por:

. {f(w) sex €D

flz) = limf sex=a.

No caso em que a € D, tem-se evidentemente DU{a} = D e o prolongamento
f coincide com a prépria funcao f (a qual, por existir o limite, é entdo necessaria-
mente continua no ponto a). Tanto num caso como no outro, é ébvio que (fixado
o ponto a € D) o prolongamento f ¢ univocamente determinado pela funcao f.

Pode ver-se ainda que, se @ € R™ é um ponto exterior ao dominio D
de f (caso excluido na defini¢do de limite) existem sempre infinitas fungoes
f:DU {a} — R™, continuas em a e tais que f/D = f: para obter uma tal
funcao bastaria por:

f(x®) sexeD
(z) = {

c se x = a,

onde ¢ designa um vector arbitrdrio de R™.

Assim, para os pontos nao aderentes ao dominio de f, haveria sem-
pre possibilidade de «prolongar continuamente» a funcéo, mas o prolonga-
mento, ndo sendo univocamente determinado, ficaria totalmente desprovido
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Capitulo 3. Continuidade e limite

de interesse. E por uma razdo semelhante que, na definicdo de limite, ape-
nas considerdmos pontos aderentes ao dominio da funcdo. Com a definicao
adoptada, o limite (quando existe) é tinico e a sua existéncia equivale & de
um tunico prolongamento da funcdo f definido em D U {a} e continuo no
ponto a.

Registaremos agora algumas propriedades da nogao de limite, em correspon-
déncia com propriedades da continuidade estudadas no pardgrafo precedente; as
demonstragoes, que omitiremos, podem fazer-se de modo andlogo ao adoptado no
caso da continuidade, ou entao reduzir-se a esse caso, como se sugere a propoésito
do seguinte:

Teorema 3.1°. Seja f : D — R™ (D C R"), a um ponto aderente a D e b
um vector de R™; para que se verifique a iqualdade: limg f = b € necessdrio e
suficiente que, sempre que x; seja uma sucessdo em D convergente para a, a
sucessao f(xy) convirja para b.

A demonstracao pode fazer-se de forma quase idéntica & do Teorema [3.1} mas
pode também pensar-se que, para que a igualdade lim, f = b seja verificada, é
necessario e suficiente, no caso de ser a € D, que f seja continua em a e se tenha
f(a) = b; e no caso de ser a € D\D, que seja continua no ponto a a funcio
f : DU{a} — R, que prolonga f e assume no ponto a o valor b; assim, a questao
do limite fica reduzida & da continuidade e o recurso ao Teorema [3.1] permite
completar imediatamente a demonstracao.

Nas propriedades seguintes, que nos limitaremos a enunciar, deve supor-se que
DCRaeD; f,g:D—-R"ea:D—R.

e Se f é constante em D, existe limg, f e é igual ao valor de f num ponto
qualquer de D.

e Se f e g tém limite no ponto a, também o tém as funcoes f+q, f—q, f-9g
e || fll, verificando-se as igualdades:

lim(f + ¢g) = lim f + lim g,
lim(f — g) =lim f — lim g,
lm(f-g)=lmf-limg

lim | = [[1im 7]

e Sea e f tém limite no ponto a, af também e tem-se:
lim(af) = (lim a)(lim f);
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se for ainda limg v # 0, o cociente f/a terd limite quando x — a, verifi-
cando-se a igualdade:

. flimg f

lim = =

a o limga

Também no caso do limite o estudo das fungbdes vectoriais pode reduzir-se
imediatamente ao das fungoes reais, nos termos do seguinte:

Teorema 3.2°. Seja [ : D — R™ (com D C R™), a um ponto aderente a D,
b = (b1,...,b,) um vector de R™ e designemos por f; a funcio coordenada de

ordem j de f; mestas condi¢oes, para que se verifique a igualdade limg, f = b €
necessdrio e suficiente que, para cada inteiro positivo j < m, se tenha lim, f; = b;.

Tem também interesse o seguinte resultado, que relaciona da forma desejavel
a nog¢ao de limite com a composi¢ao de fungoes:

Seja D CR" ECRP, g: D — FEef:FE — R™ suponha-se ainda que
a é um ponto aderente ao conjunto D. Nestas condigoes, vé-se imediatamente
que, se se tiver lim, g = b, b serd necessariamente um ponto aderente ao conjunto
E; e também (usando, por exemplo, o Teorema que, se existir ainda o
limite de f no ponto b, existird também o limite no ponto a da fun¢do composta
fog: D — R" verificando-se a igualdade:

lim(f o g) = lim f.
a b
ou, com outra notagao:

lim (f © g)(x) = lim, f(y).

r—a

Assim, por exemplo, das igualdades:

22— 12
lim ——Y% ¢
(z.y)—(0,0) /22 4 y?
e
lir% cosu = 1,
podera imediatamente deduzir-se que:
2 _ .2
lim cos S 1.

@000 /22y

Antes de indicarmos algumas outras aplicagoes do resultado anterior, convém
introduzir uma defini¢ao:

Nas hipéteses ja habituais de D ser um subconjunto de R", @ um ponto
aderente a D e f uma aplicacao de D em R™, consideremos agora um subconjunto
A de D ao qual o ponto a seja ainda aderente; a serd portanto um ponto aderente
ao dominio da fungao f,4, podendo existir ou nao o limg f/4. Quando este limite
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exista, diremos que a fungao f tem limite no ponto a relativo ao conjunto A (o
qual serd designado por limaégg f(x)) e poremos, por defini¢ao:
lim f(x) = lim f/a(x).

r—a
xeA

Por exemplo, no caso da fungao

22 — 2 ,
ter-se-a, pondo:

A={(x,0): 2 e R\{0}} e B={(0,y):yeR\{0}}

lim r,y)=1 e lim r,y) = —1.
(z,y)—(0,0) e(@,) (z,y)—(0,0) Pl@y)
(zy)eA (zy)eB

Voltando ao caso geral considerado na definicdo de limite relativo a um con-
junto (e as notagdes ai adoptadas) designemos agora por g a aplicacdo de A em
D definida por g(x) = x, para todo o @ € A (aplicacdo a que costuma chamar-se
injeccdo candnica de A em D); ter-se-4 entdo, obviamente:

fia=fog

e também lim,_.4 g(x) = a. Nestas condigdes, a rela¢ao entre o limite e a composi-
¢ado de fungdes expressa num resultado precedente permite concluir imediatamente
que, se existir o limite de f no ponto a, existird necessariamente — e com 0 mesmo
valor — o limite no ponto a da funcéo f4, isto ¢, o lima;gg f(x). Assim:

Se existe limg .o f(x), existe também o limite de f no ponto a relativo a
qualquer conjunto A C D tal que a € A e tem-se necessariamente:

lim f(x) = lim f(x).

r—a
xTEA r—a
E este o fundamento de uma técnica corrente para a prova da nao existéncia

de determinados limites: sempre que seja possivel determinar conjuntos A, B C D
(com @ € A e a € B) para os quais se tenha:

lim i

lim f(x) # lim f(x)

xzcA xeB
(ou entao um s6 conjunto A, nas mesmas condigoes, tal que nao exista o limite de
f no ponto a relativo a A) poderd concluir-se que nao existe limg .4 f(2). Assim,
a observagao feita ha pouco sobre os limites relativos aos «eixos coordenados pri-
vados da origem» para a fungao ¢ permitiria agora concluir com grande facilidade
a nao existéncia do limite de ¢ no ponto (0,0), j& atrds reconhecida com mais
algum trabalho.
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Antes de passar a outros exemplos mencionaremos que, como ja foi
assinalado, a definicdo de limite de f num ponto a anteriormente referida
como nao adoptada neste texto, é um caso particular da de limite relativo
a um conjunto; com efeito, vé-se imediatamente que o limite considerado
nessa defini¢do se identifica com o que designarfamos agora por

lim f(x)

r—a

zeD\{a}

e também que, para que este limite possa ser considerado, deverd o ponto
a ser aderente ao conjunto D\{a}, o que equivale a dizer que deverd ser
ponto de acumulagdo do conjunto D.

Vejamos outro exemplo de aplicacdo da técnica, hd pouco referida, utili-

zdvel para provar a nao existéncia de limites; seja 1 a funcdo definida (em
D =R?\{(0,0)}) pela féormula:

Ty

Y(x,y) = 244

e designemos por A,, o subconjunto de D formado por todos os pontos da recta
de equagao y = mx com excepgao da origem:

Ay = {(z,mx) : x # 0},

A igualdade (vélida para qualquer z # 0):

m

Vla.ma) =

mostra que a fungao 1 é constante em qualquer dos conjuntos A,,, tendo-se por-
tanto:

m
lim T,Yy) = —-=;
(z,y)—(0,0) vl y) 14+ m?
(z,y)EAm

do facto deste limite variar com m, deduz-se imediatamente que 1 nao tem limite
na origem.

A consideragao de rectas correntes pela origem — ou, de semirectas com origem
nesse ponto — é uma técnica usual, quando se pretende averiguar da eventual nao
existéncia do limite de uma funcdo f(x,y) no ponto (0,0). O processo é, alids,
aplicdvel ao estudo de limites num ponto qualquer (a,b), caso em que podem
usar-se rectas passando por este ponto ou semirectas com origem nele (e pode-se
também, se se preferir, comegar por «transferir o limite para a origem», através
da composicao de f(z,y) com z = a+u, y = b+v, reconhecendo-se imediatamente
que qualquer dos limites:

lim x, e lim a+u,b+v
(2.y)—(a,b) f@:9) (u,0)—(0,0) A )
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existe sse o outro existir e que, na hip6tese de existéncia, tém o mesmo valor).

A utilizacdo de técnicas deste tipo no caso de fungoes de n varidveis reais
requer algumas ideias muito simples sobre Geometria Analitica em R", a que
vamos fazer uma rapida referéncia.

Sendo a = (ay,...,a,) um ponto de R" e v = (vy,...,v,) € R” um vector
nao nulo, a recta que passa por a e tem a direccao do vector v é, por defini¢do, o
conjunto de todos os pontos = (x1,...,2,) € R" representdveis na forma:

r=a+tv,

com t € R (na interpretacdo geométrica, vélida para n < 3, esta equagdo re-
presenta de facto uma recta, satisfazendo as condigdes indicadas). A equagao
x = a + tv é chamada equacao paramétrica da recta considerada, na forma vec-
torial; e as equagoes correspondentes, em termos de coordenadas:

1 = a1 +t1)1

Ty = Qp + top,

constituem o sistema de equagoes paramétricas da mesma recta, na forma escalar
(Figura |3.5)).

€3

Figura 3.5

Se, em vez de supormos que o parametro t assume todos os valores reais,
admitirmos que varia num intervalo limitado de R, I, ao conjunto de todos os
pontos

r=a+tv (tel)

chamaremos um segmento de recta (se for I = [ty, t5], com t; < t3, 0s pontos
a + t1v e a + tyv serdo os extremos do segmento).

Analogamente, a semirecta (aberta) de origem no ponto a e com a direcgao e
o sentido do vector v serd o conjunto definido pela equagdo * = a + tv, com t €
10, +oo[ (t € [0, +o0] para a semirecta fechada), etc. Na sequéncia, designaremos
a semirecta definida pela equacao:

T =a + tv,
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com t > 0, pelo stmbolo S, ., ou, quando o ponto a estiver claramente fixado,
apenas por Sj,.

Consideremos agora uma fungao real f (o caso de uma funcao vectorial re-
duzir-se-ia a este por passagem as fungoes coordenadas), a qual, por razoes de
comodidade, suporemos definida em todo o conjunto R™, com eventual excepcao
de um dado ponto, a (no entanto, tornar-se-a evidente que nao haveria qualquer
alteragao essencial ao que vai seguir-se se admitissemos, mais geralmente, que f
estava definida num conjunto D C R”™ tal que, para algum € > 0, se verificasse
a relacdo Bc(a)\{a} C D). Sendo v um vector nao nulo, ao limite de f no
ponto a relativo ao conjunto S, costuma também chamar-se limite direccional de
f no ponto a segundo o vector v (ou na direc¢io e sentido de v). Reconhece-se
facilmente que este limite existe sse a fun¢ao ¢, : |0, +oo[ — R definida pela
férmula:

pu(t) = fla+tv)

tiver limite quando ¢ — 0T, verificando-se nessa hipdtese a igualdade:

;lcg}l fla) = lm oy (t).

Assim, o célculo de um limite direccional (ou a verificagao da sua nao existén-
cia) reduz-se ao estudo de um problema de limites para uma fungdo de uma sé
variavel real.

E claro que, se existir o limite de f no ponto considerado, existird também
— e com o mesmo valor — o limite direccional segundo qualquer vector v # 0;
portanto, se for possivel encontrar dois vectores vp, vy aos quais correspondam
limites direccionais diferentes, podera concluir-se que a funcao nao tem limite no
ponto considerado.

Podera também concluir-se, em sentido inverso, que se existirem os limites
direccionais relativos a todos os vectores (nao nulos) v € R"™ e se todos esses
limites direccionais tiverem o mesmo valor, f tem limite no ponto considerado?

Veremos facilmente que a resposta a esta questao devera ser negativa, se no-
tarmos que, no estudo de cada um dos limites direccionais, os tinicos valores de f
que se consideram sao os que a fungdo assume sobre uma determinada semirecta
aberta com origem no ponto a; assim, se f estiver definida neste ponto, o valor
f(a) serd «ignorado» na pesquisa de todos os limites direccionais e é ébvio que
estes limites poderao existir e ser todos iguais sem que f tenha limite no ponto a
(é o que se passa, por exemplo, com a fungao f : R" — R que toma o valor 1 em
dado ponto @ € R™ e o valor 0 em todos os outros pontos).

Porém, o que poderd ser um pouco surpreendente é que a existéncia e igualdade
de todos os limites direccionais no ponto a nem sequer garante a existéncia de
limite para a restricao de f a R"\{a}, isto é, do

lim f(x)

r—a

zeR™\{a}
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(o qual, na sequéncia, designaremos mais simplesmente pelo simbolo

lim f(x)),

z—a
rF#a
Para o mostrar, recorreremos a um exemplo Simples, relativo ao caso n = 2

(é facil — e poderd ficar como exercicio — a adaptagao desse exemplo por forma
a provar que, também para n > 2, a existéncia e igualdade de todos os limites
direccionais no ponto a nio garante a existéncia de lim f(x)).
rH£a
Seja f : R? — R a funcio definida pela forma seguinte:

1 sex#0ey=a?

fzy) = 0 sex=0ouy#z?

Assim, f toma o valor 1 em todos os pontos da pardbola de equacao y = 22
com excepg¢ao da origem e o valor 0 em todos os outros pontos do plano. Vé-se
imediatamente que a restrigdo de f a qualquer semirecta (aberta) com origem
em (0,0) assume o valor 0 em todos os pontos dessa semirecta excepto, quando
muito, num ponto (aquele em que a semirecta em causa intersecta a pardbola,
nos casos em que tal intersecgdo nao é vazia); e dai logo se deduz que todos
os limites direccionais de f no ponto (0,0) sdo iguais a 0. No entanto, tanto
a fungao como a sua restrigio a R?\{(0,0)} nido podem ter o limite 0 — nem,
evidentemente, qualquer outro — quando (z,y) tende para (0,0): basta notar
que, em qualquer bola centrada na origem, hé infinitos pontos em que f assume o

valor 1 (Figura [3.6)).

Figura 3.6

O que o exemplo precedente nos permitiu reconhecer pode também ob-
servar-se com fungoes definidas de forma «menos artificial»; para o verificar,

4Salvo no caso de ser n = 1 (isto é, de f ser uma fungdo de uma varidvel real); em tal
caso, vé-se facilmente que os limites direccionais se identificam com os limites laterais f(a™) =
lim, o+ f(x) e f(a™) = lim,_,,- f(x) (mais precisamente, o limite segundo o vector ke; coincide
com f(at) se k > 0 e com f(a”) se k < 0) e é sabido que a existéncia e igualdade dos dois
limites laterais assegura a existéncia de lim f(z).
r#a
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podera por exemplo estudar-se, do mesmo ponto de vista, a fungdo racional
definida pela expresséo:
2y
zt+y?’
para a qual todos os limites direccionais na origem sdo nulos, ndo exis-
tindo também limite no mesmo ponto (considere-se, em particular, o limite

relativo ao conjunto {(z,z?) : x # 0}).

Faremos agora uma breve referéncia a um outro processo, por vezes muito
util para o cdlculo de limites de fungoes de duas varidveis, ou para a verificagao
da sua nao existéncia. O processo é correntemente designado por «passagem a
coordenadas polares» (no caso de fungoes de trés varidveis reais, poderd usar-se a
«passagem a coordenadas esféricas» e, mesmo para n > 3, poderd recorrer-se de
forma andloga & aplicacdo p : R” — R™ mencionada no pardgrafo [3.1]).

Designemos por ¥ o subconjunto de R? formado por todos os pares (r,0)
que verificam a condicdo r > 0 e consideremos a aplicacao p de ¥ em R? que
transforma cada ponto (r,0) € ¥ no ponto (z,y) tal que:

r =1rcosf

y =rsenf.

Vé-se imediatamente que, qualquer que seja o niimero positivo €, a recta de
equacao r = € é transformadaﬂ por p na circunferéncia de raio e centrada na
origem O do plano zOy; portanto, a faixa plana ., constituida por todos os
pontos (7, 0) tais que 0 < r < € serd transformada na bola centrada em O = (0, 0),
privada do préprio ponto O (Figura :

p(2e) = B(O)\{O}.

Consideremos agora uma funcao real f(z,y) que, para maior simplicidade,
suporemos definida em R*\{O} (seria imediata a adaptacao ao caso de f estar
definida num conjunto D tal que O € D). Pondo F' = f o pu, isto é:

F(r,0) = f(rcosf,rsend)

parar > 0 e 6 € R, logo se vé que o conjunto dos valores que F' assume em todos
os pontos da faixa ¥, coincide com o conjunto dos valores assumidos por f em
B(ON\{O}:
F(5) = f(BO)\{0}).
Sendo assim, para que se verifique a igualdade:

lim x,y) =b,
(xvy)*(O,O)f( v)

5E ébvio que a aplicacdo p ndo é injectiva; qualquer que seja o ponto (7, 0) € ¥ e o inteiro k
tem-se u(r,0+2kw) = u(r,0); porém, como ¢ sabido, a restrigao de p ao conjunto formado pelos
pontos (r,0) tais que r > 0 e 0 < @ < 27 aplica bijectivamente este conjunto em R?\{(0,0)}.
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9+ 1 Yy
| 1
l ' M e
| |
: 26 : /
| 1 /’
— ;
| 1 1
| 1 h
| 1 B
I 1
Figura 3.7

a qual — dado que o ponto O nao pertence ao dominio de f — significa que, para
todo 0 0 > 0 existe € > 0 tal que (z,y) € B.(O)\{O} implica |f(z,y) —b|] < 4,
é necessario e suficiente que qualquer que seja § > 0 exista € > 0 por forma que,
para todo o ponto (r,0) pertencente a faixa X, se tenha |F(r,6) — b < J.
Noutros termos: a fun¢do f(x,y) tende para o limite b quando (z,y) tende
para (0,0) sse I verifica a condi¢do seguinte: para todo o 6 > 0 existe € > 0 tal

que a desigualdade:
|F(r,0) —b| <§

é verificada sempre que seja 0 < r < € (independentemente do valor real atribuido

a ).
A titulo de exemplo, consideremos a funcao:

a4 3%y — P

f(x,y) Y

para a qual é

F(r,0) = r(cos® 0 + 3 cos® fsen § — sen® 0)

e portanto

|F(r,0)| < r(|cosB|® + 3| cos|*| sen §] + |sen 6|*) < 5r;

ter-se-4 assim |F'(r,0)| < ¢ desde que seja 0 < r < §/5, o que prova que

lim x,y) = 0.
(rﬂ,y)*(O,O)f( 2

Aproveitaremos esta oportunidade para introduzir, num contexto em
que surgem de modo natural, algumas ideias cujo alcance transcende, de
longe, a questao particular a que iremos aplicd-las. De qualquer modo essas
ideias, alids estreitamente relacionadas com algumas outras que aborddmos
anteriormente, no estudo das sucessoes e séries de funcoes de uma varidvel
real, permitir-nos-ao esclarecer melhor alguns aspectos do problema que

temos vindo a analisar.
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Consideremos uma funcdo g¢(u,v), definida no conjunto dos pontos
(u,v) € R? tais que u > 0. Se, para cada vg € R, a fungdo (de uma
varidvel real) f(u,vp) tem limite (finito) quando u — 0T — limite em ge-
ral dependente de vy, que designaremos por h(vy) — diremos que, quando
u — 07, a fungdo g(u,v) converge pontualmente sobre R para a funcao h(v)
e escreveremos:

lim g(u,v) = h(v) (v eR).

u—0t

Por exemplo, para v € R:

lim (usenv +vcosu) =wv
u—0t

. v—|v|
ull%l“' cv = H(U)7
onde H designa a funcdo de Heaviside (H(v) = 1se v > 0, H(v) = 0 se
v < 0); observe-se que, como mostra o dltimo exemplo, uma fungao continua
em todo o semiplano v > 0 pode convergir pontualmente, quando u — 07T,
para uma funcdo que nao é continua.
De acordo com a defini¢do de convergéncia pontual, a expressao:

lim g(u,v) = h(v) (veR)

u—07F
significa que, dado arbitrariamente § > 0, existe, para cada vy € R, um
e > 0 tal que, para 0 < u < ¢, se verifica a desigualdade

lg(u,v9) — h(vg)| < 0

claro que € depende néao sé de  como do ponto vy consideradﬂ nao sendo
geralmente possivel fixar, para cada § > 0 um ntimero ¢ — independente de
vg — por forma que a desigualdade precedente seja verificada sempre que
se tenha 0 < u < € (e qualquer que seja vg € R).

Por exemplo, com g(u,v) = u(1 + v?), fungdo que suporemos definida
no semiplano u > 0, tem-se

lim g(u,v) =0 (v eR).
u—0t
Mas se fixarmos J, por exemplo, no valor 1, nao existird ¢ > 0 tal que,
para 0 < u < € e v real arbitrério, se tenha |g(u,v)| < 1; para o reconhecer,
basta notar que esta desigualdade equivale a:

ol<u< ——=
Y 1402

e que o conjunto dos nimeros da forma 1/(1 + v?), com v € R, tem fnfimo

nulo (ver Figura [3.8).

6Esta frase é pouco precisa: pode talvez sugerir que € ficaria univocamente determinado se se
fixassem ¢ e vy, 0 que é obviamente falso.
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v
1
U1 1407
1
1 2
() + Yo
1 >
u
Figura 3.8

Assim, o facto de g(u,v) convergir pontualmente sobre R para a fungao
h(v), quando v — 07, ndio garante que seja verificada a condi¢do seguinte:
qualquer que seja § > 0 existe uma faixa Y. (de largura «uniforme» e,
independente de v) tal que, para todo o ponto (u,v) € 3, se tenha |g(u,v)—
h(v)| < 4.

Precisamente quando esta ltima condicao se verifica é que dizemos que
g(u,v) converge uniformemente sobre R para a fungdo h(v), quando u — 0
(e de forma andloga se define a convergéncia uniforme sobre um conjunto
qualquer A C R).

A nocéo de convergéncia uniforme é muito importante em Andlise. Em
diversas situagoes, com a convergéncia pontual (que decerto parece mais
natural num primeiro contacto) verificam-se «anomalias» que nao sao pos-
sfveis quando a convergéncia é uniforme: por exemplo, vimos hd pouco que
uma func¢do continua pode convergir pontualmente para uma fungdo nao
continua; com convergéncia uniforme, isso ndo é possivel (prova-lo seria
neste momento um bom exercicio).

Voltemos agora a questdo que nos serviu de pretexto para introduzir
estas ideias; seja f(z,y) uma funcio real definida em R?\{(0,0)} e F(r,0) =
f(rcosf,rsenf). As conclusoes que obtivemos podem agora sintetizar-se
do modo seguinte: a condigao lim, ,y_.(0,0) f(z,y) = b é verificada sse,
quando 7 — 0T, F(r,0) converge uniformemente sobre R para a (fungio)
constante b.

Por outro lado, é facil ver que o facto de F'(r,#) convergir pontualmente
sobre R, quando r — 07, corresponde precisamente & existéncia de todos
os limites direccionais de f(x,y) no ponto (0,0); no entanto, mesmo que o
limite (pontual) seja uma constante, b (caso em que os limites direccionais
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serdo todos iguais a b) a funcdo f sé terd limite na origem se a convergéncia
de F(r,0) para b for uniforme.
Assim, no caso ja atras considerado de

_ Y
1][)(1,‘,3/) - 172 +y2’

como a funcéo

Y(rcosf,rsenf) = % sen 26,

independente de r, converge pontualmente (e até uniformemente) sobre R
para si prépria quando r — 0T, existem todos os limites direccionais de 1)
na origem; porém, nao sendo estes limites todos iguais (visto que a fungao
%sen 260 nao é constante), ¥ ndo tem limite neste ponto, como ja sabiamos.

Como 1ltimo exemplo, considere-se a fungio:

Y Y
) =H (Va2 t @ - L) b [ e~ Vi),
ZCQ + y2 12 + yQ
onde H designa de novo a funcdo de Heaviside. Passando a coordenadas
polares obtém-se:

F(r,0) = H(r —senf) + H(senf —r),

isto é, a fungdo, definida no semiplano » > 0 e que assume o valor 1 em
todos os pontos (r,6) deste semiplano, com excepgao dos que verificam a
condicdo 7 = sen @, nos quais toma o valor 2.
Vé-se facilmente que:

lim F(r,0)=1 (0 € R)

r—0t
sendo portanto iguais a 1 todos os limites direccionais de f na origem.
Porém, como a convergéncia expressa na férmula precedente nao é uniforme
sobre R (basta observar que, em qualquer faixa Y. ha pontos (r,6) com
r = sen ) pode concluir-se que f ndo tem limite no ponto (0,0).

Terminaremos este pardgrafo com uma breve referéncia a algumas variantes da
nocao de limite ndo enquadradas no estudo anterior (mas tao naturais que quase
poderiamos dispensar-nos de mencioné-las explicitamente) e com a introdugao de
uma notagdo que nos serd 1util na sequéncia.

Sendo f uma funcao real definida num conjunto D C R"™ e @ um ponto aderente
a D, diz-se que f(x) tende para 400 quando x tende para a, e escreve-se:

lim f(x) = 400,

r—a
sse, para todo o k > 0 existe € > 0 tal que, para qualquer ponto * € D que
verifique a condicdo ||z — al| < € se tenha f(z) > k[

"Observe-se que, de acordo com esta definicdo, uma funcio real cujo domfnio contenha o
ponto a nao poderd ter limite +o00 nesse ponto.
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De maneira andloga se atribui sentido a expressao:

lim f(x) = —o0.

r—a

Assim, ter-se-4, por exemplo:

) 1
lim +00.

(@3,2)=(000) /22 + 32 + 22
Convém também algumas vezes considerar o limite de uma fungdo real ou
vectorial f(x) quando @ se «afasta indefinidamente (da origem)»; sendo f uma
fungao definida num conjunto nao limitado D C R™ e com valores em R™ e b um

vector deste espaco, escreve-se:

lim f(x)=">
]| —-+o0

sse para todo o & > 0 existe k tal que, sempre que um ponto & € D verifique a

condicdo ||x|| > k se tenha || f(x) — b|| < 0.
Por exemplo, sendo a um vector qualquer de R" e & € R", tem-se:

a-xT

Ny R
basta notar que, para x # 0,
a-| la-a|_alle| _|al
el el = flel® ]
e que portanto a desigualdade ﬁ < 0 sera verificada desde que seja ||x|| >

lall/o.
De forma 6bvia se atribuiria ainda um sentido a expressoes tais como:

lim f(x) = +o0, lim g(x) = —o0,
fl||—+o0 l|2||—+o0

com f e g fungoes reais.

Seja D um subconjunto de R™ e @ um ponto interior a Dﬁ Sendo f uma
funcao definida em D e com valores em R™ diremos, naturalmente, que f é um
infinitésimo no ponto a (ou quando T — a) sse limg .o f(x) = 0, onde 0 é o
vector nulo de R™.

Seja agora ¢ uma fungao real definida em D, verificando a condicao p(x) # 0
para todo o & € D\{a}, e seja ainda f : D — R™; diremos que f é desprezdvel
em relag¢do a ¢ no ponto a (ou quando x — a) e escreveremos:

f=o(p) (quando x — a)

8Para introduzir as ideias e notacdes subsequentes bastaria supor que a era um ponto ade-
rente a D; porém a hipétese a € int D é a tinica que nos vai interessar no cdlculo diferencial e,
admitindo-a, simplificam-se ligeiramente alguns dos enunciados deste paragrafo.
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3.2. Limite

(ou apenas f = o(y), quando o ponto a estiver claramente fixado) sse existir uma
funcao f*: D — R™, infinitésima no ponto a e tal que:

para todo o x € D.

No caso de ser ¢(a) # 0 (e portanto ¢(x) # 0 para todo o € D),
tem-se f = o(p) sse:
f(z)

lim —< = 0.
zma ()
Se for p(a) =0, a relagdo f = o(y) equivale & conjuncdo das condicoes:

hmwzﬂ e f(a)=0

z—a ()

(observe-se que neste caso, ndo pertencendo o ponto a ao dominio de
f(x)/p(x), a primeira das referidas condigdes nao implica a segunda, que é
indispensdvel para que a relagao f = o(p) seja verificada).

Por exemplo, com m =n =1, a = 0 e sendo:

tem se:
g=o(f), [f=o(h), g=o(h),

relacoes que se escrevem correntemente na forma:

Tem-se também, com m =1, n=2e¢ a = (0,0):
?—y*=o0 (\/W) )
o que pode ainda escrever-se:
*=y*+o <m> :

Para utilizacdo posterior convém observar desde j& (voltando ao caso geral e
supondo fixado um dado ponto @) que as relagoes:

f=olp) e [f=o(pl

sao equivalentes. Verificaremos apenas que a condicdo f = o(p) implica f =
o(|]¢]), dado que a prova da implicagao oposta é idéntica.
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Capitulo 3. Continuidade e limite

Na realidade, existindo uma funcao f* : D — R™, infinitésima no ponto a e
tal que f(x) = p(x)f*(x) para € D, bastard por, por defini¢do:

fia) - {|zéz§f*<w> o < D\fa)

0 se € = a,

para que se tenha f(x) = |¢(x)|f(x), sendo f : D — R™ infinitésima no ponto a.

E 6bvio que a condicio f = o(1), quando & — a, significa precisamente que
f ¢é infinitésima no ponto a (convird talvez notar que, em geral, o facto de se ter
f = o(p) nao assegura que f seja um infinitésimo: por exemplo, se for f(z) =1 e
o(x) = 1/ para x € R\{0} , com f(0) = »(0) = 0, a condicdo f = o(yp) quando
x — 0 serd verificada). E é também evidente que, se ¢ for um infinitésimo no
ponto a e se tiver f = o(p), f serd também infinitésima no mesmo ponto.

Neste ultimo caso, costuma-se dizer que f é um infinitésimo de ordem superior
a de ¢ no ponto a; a ideia intuitiva é a de que, quando * — a, f(x) tende para
0 «mais rapidamente» do que ¢(x) tende para 0.

Um caso de especial importancia é o de ¢(x) ser uma func¢ao da forma:

p(x) = [z —a],

com « real positivo e x € D C R". Para se exprimir que a condigao:

f(®) = o[l — af*)

é verificada, diz-se que f é um infinitésimo de ordem superior a «, mo ponto a.
Interessar-nos-4 muito especialmente no préximo capitulo o caso particular dos
infinitésimos de ordem superior a 1, que também se dizem infinitésimos de ordem
superior & primeira e que sao portanto as fung¢oes para as quais se tem:

f(x) = o(||# — al) (quando z — a)

Como exemplo, mencione-se que a funcdo sen?(x + y) é um infinitésimo de
ordem superior & primeira (e também de ordem superior a «, para qualquer « €
10, 2[) quando (z,y) — (0,0).

Consideremos novamente um conjunto D C R™, um ponto a € D e duas
fungdes f : D — R™ e ¢ : D — R, supondo ainda que ¢(x) # 0 para todo o
x € D\{a}. No caso de existir € > 0 e uma fungdo f*: D — R™, limitada em
Bc(a), por forma que se verifique a igualdade:

f(@) = o(x) [ ()

em todo o ponto x € D, diremos que f é dominada por ¢ no ponto a (ou quando
T — a) e escreveremos:

f=0(p) (quando z — a),

ou, se nao houver risco de confusdo, apenas f = O(yp).
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E claro que, se p(a) # 0, dizer que f = O(y) equivale a dizer que o
cociente f(x)/¢(x) é limitado nalguma bola centrada no ponto a; se for
p(a) = 0, porém, a condicio f = O(y) serd verificada sse esse cociente
(definido em D\{a}) for limitado na intersecgdo do seu dominio com uma
bola Bc(a) e se, além disso, for f(a) = 0.

Assim, por exemplo, ter-se-4 (com m = 1, n = 2 e sendo a a origem):
2 =y* + O(2* + 7).

Outro exemplo, que serd 1til na sequéncia: sendo f : R® — R™ uma apli-
cagdo linear, verifica-se a relagdo f(x) = O(||x]|); é o que imediatamente se
reconhece tendo em conta que (como vimos na pag. ao provar a continuidade
das aplicacoes lineares) pode garantir-se a existéncia de uma constante C' tal que
| f(x)| < x|, qualquer que seja € R™.

Indicaremos agora algumas propriedades das relagoes expressas pelos simbolos
«O» e «o», que utilizaremos eventualmente em capitulos seguintes; as demons-
tragoes, com base nas defini¢des dos referidos sfmbolos e em propriedades bem
conhecidas das nogoes de limite e de fung¢ao limitada, poderao ficar como exerci-
cios.

Supondo verificadas as condigoes: D C R™; @ € D; f,g: D — R™; o, ¢, :
D — R e ainda que os simbolos o(¢), O(p), o(v), etc., se referem todos ao mesmo
ponto a, tem-se:

e Se f =o(p), entdo também f = O(¢p).

e Se f =o(p) e g=o(p) entdo f+g = o(p); se f = O(p) e g=0(p),
[+ g9 = O(yp) (estas proposigoes exprimem-se por vezes, de forma algo
imprecisa, escrevendo: o(p) + o(v) = o(p), O(p) £ O(p) = O(y)).

e Se /= ofp) e a=O0) (ouf=0(p)ea= o), entio af = o(g)
(abreviadamente: O(1)o(p) = o(¥)O(p) = o(pv)).

e Se [ =o(¢) e g=O() (ou f = O(¢) e g = o)) entdo f-g = () (o(cp)-
O()) = olpw), etc.)

Vem aqui a propdsito transcrever (do livro «Introdugdo & Andlise Matema-
tica», do mesmo autor) os dois pardgrafos seguintes (adaptados & situacao pre-
sente):

As notagoes «O» e «o», devidas ao matemético alemao Landau, sdo usadas
frequentemente em textos de Matematica e, em determinadas situacoes, a sua
utilidade é manifesta. No entanto, do ponto de vista da coeréncia légica, po-
dem merecer algum reparo (por exemplo, contrariamente as regras usuais, das
igualdades f = o(p), g = o(¢) nao pode deduzir-se f = g; e é 6bvio que de
o(¢) + o(p) = o(p) nao decorre o(p) = 0).

Seria na realidade preferivel, em lugar de f = o(p), escrever f € o(y), enca-
rando o simbolo o(yp) como representativo de um conjunto de fungées definido de
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Capitulo 3. Continuidade e limite

maneira conveniente. Nao é isto, porém, o que se faz na generalidade dos textos e
a verdade é que, do ponto de vista pratico, o uso das notagoes de Landau é muitas
vezes comodo e nao conduz a qualquer confusao nos casos habituais.
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Capitulo 4

Calculo diferencial

4.1 Introducdo. Alguns aspectos da diferenciabilidade, para
funcoes de uma variavel real

Este pardgrafo tem caracter introdutério e, salvo por razoes de ordem pedagédgica,
poderia mesmo ser omitido. A nog¢ao fundamental do cédlculo diferencial — a de
derivada — serd aqui considerada apenas no quadro das fungoes reais de varidvel
real, procurando-se destacar alguns aspectos que (embora neste momento possam
parecer um pouco rebuscados) virdo a constituir a chave para as generalizagoes a
empreender em pardgrafos seguintes.

Se pensarmos nas razoes do interesse vital do conceito de derivada no estudo
das fungoes de varidvel real, poderemos detectar dois aspectos distintos, embora
estreitamente relacionados.

Em primeiro lugar, a derivada surge como o instrumento natural para medir,
localmente, a «taxa de variagdo» de uma funcgao.

Como é bem sabido, no caso muito particular de uma fun¢do polinomial de
grau < 1, ¢(x) = mx + b, que tem por grafico uma recta, é natural adoptar
o declive m dessa recta como uma medida da «taxa de variacdo» da funcao:
atribuido um dado acréscimo positivo a varidvel z, quanto maior for |m| maior
serd, em valor absoluto, o acréscimo (positivo ou negativo consoante m > 0 ou
m < 0) sofrido por ¢(x). Mais geralmente, sendo f uma fungao real cujo dominio
contenha um intervalo aberto I C R e a, a + h dois pontos distintos de I, o

cociente:
fla+h)— f(a)
h

pode ser encarado como uma medida da «taxa média de variacao» de f, por
unidade de comprimento, entre os pontos a e a + h, e o limite desse cociente
quando h — 0 (se existir) serd um indicador natural da maior ou menor «rapidez»
com que varia f(z) quando z se afasta (pouco) do ponto a.

Veremos no inicio do pardgrafo seguinte como podem estender-se ao caso das
fungoes de n varidveis reais as ideias que acabamos de expor (alids de forma um
tanto imprecisa).
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Uma outra ordem de ideias que estd na base do interesse fundamental do
conceito de derivada insere-se no quadro da «aproximacao funcional»; quando,
ao pretender estudar uma funcao sob determinado ponto de vista se depara com
dificuldades muito consideraveis, é natural pensar em substitui-la por outra fun-
¢do «mais simples», que permita ainda obter a informacao pretendida sem erro
excessivo.

Para concretizar as ideias, suponha-se que se conhecia o valor de uma funcao
f no ponto 0 e se pretendia avaliar f(x) num ponto x «préximo» de 0.

Na auséncia de qualquer outra informagao sobre f, nada poderia fazer-se. Mas
se se soubesse que f era continua na origem, ja se tornaria razodvel usar, como
valor aproximado de f(x), o valor conhecido f(0). Ao fazé-lo cometer-se-ia um
erro:

ro(z) = f(x) — f(0),

do qual se saberia apenas que era um infinitésimo na origem (ro(x) = o(1)),
quando z — 0 e que, portanto, seria decerto «muito pequeno» se x estivesse
«suficientemente préximo» de 0.

E claro que este conhecimento seria demasiado escasso para permitir uma ma-
joracao do erro em termos quantitativos, que sé poderia obter-se se se dispusesse
de muito mais informagao sobre a funcao f; no entanto, em determinadas situa-
¢oOes concretas, poderia ja ter alguma utilidade.

Admitamos agora que a fun¢do era, nao apenas continua, mas diferencidvel
na origem, sendo também conhecido o valor f’(0). Seria entdo preferivel, em
principio, adoptar como valor aproximado de f(x) o ntmero f(0) + f/(0)z (o que
corresponderia a usar como aproximagao do grafico de f a sua tangente no ponto

(O, f(())), em vez da horizontal de equagao y = f(0) (Figura.

Y

Figura 4.1
0 erro correspondente a esta nova aproximagao seria:
ri(z) = f(z) — f(0) — f(0)z,
verificando-se imediatamente que, quando z — 0, se teria, ndo sé r(x) = o(1),

mas também 7 (z) = o(z); assim, o erro seria agora um infinitésimo de ordem
superior & primeira no ponto 0 (de acordo com a definigdo introduzida no pardgrafo
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precedente, esta dltima afirmagao significa que r1(z) = o(|z|); mas vimos também
que esta condigao equivale a () = o(z)).

Poderia prosseguir-se nesta ordem de ideiasﬂ mas nao € isso o que nos inte-
ressa agora. Convém-nos antes salientar um aspecto, que talvez nao parega muito
significativo & primeira vista, mas que acabard por revelar-se essencial. A obser-
vagao que queremos fazer é a seguinte: no caso de f ser diferencidvel na origem,
hd um e um sé ntimero real m que verifica a condicao

f(x) = f(0) = mz + o(x)

(precisamente o ntimero m = f'(0)); no caso de f nao ser diferencidvel na origem,
nenhum nimero verifica a condicao referida.

Para verificar estas afirmagoes basta notar que, se existe (pelo menos)
um m € R satisfazendo a condigdo em causa, se tem necessariamente, em
qualquer ponto z do dominio de f distinto de 0:

z)— f(0 o(x
@ =10 _ . o)
T T
donde, atendendo a que o segundo membro tende para m quando x — 0,
pode concluir-se que f é diferencidvel na origem e que f'(0) = m; e é 6bvio
que, reciprocamente, sendo f diferencidvel na origem, o nimero m = f’(0)
satisfaz a condicdo em referéncia.

Assim, dizer que f é diferencidvel no ponto 0 equivale a afirmar a existéncia
de um real m (que alids serd tinico) tal que o produto mz aproxima o acréscimo
f(z) — f(0) com um erro que é um infinitésimo de ordem superior & primeira
quando x — 0.

Para podermos dar a esta condicdo de diferenciabilidade a forma que
nos interessard definitivamente, convém recordar (como alids foi feito no
paragrafo que uma aplicagao linear de R? em RP pode sempre repre-
sentar-se por uma matriz de elementos reais do tipo p x g, sendo bijectiva
a correspondéncia entre estas matrizes e aquelas aplicacdes. Daqui decorre
imediatamente que as aplicagoes lineares de R em si mesmo (casop = ¢ = 1)
se correspondem bijectivamente com as matrizes do tipo [m], com um sé
elemento real, isto é, com os préprios nimeros reais.

Na realidade, qualquer aplicacdo linear L : R — R é representavel na
forma:

L(z) =mz (x € R),

em que m é um numero real determinado univocamente pela aplicacdo L
(m é precisamente o valor de L no ponto 1) e, em sentido inverso, a todo
o numero real m pode associar-se, por meio da férmula precedente, uma
tnica aplicacao linear de R em si mesmo.

L'Como é sabido, poderia em particular reconhecer-se que uma funcdo n vezes diferencidvel
na origem € aproximével por um polinémio de grau < n, o seu polinémio de Mac-Laurin, com
um erro r,(z) = o(z").
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Tendo em conta o resultado expresso na nota anterior — segundo o qual
as aplicagoes lineares de R em si mesmo podem praticamente «identificar-se»
com os préprios numeros reais — poderfamos entao dizer que, para que f seja

diferencidvel na origem, é necessario e suficiente que exista uma aplicagao linear
Loy : R — R tal que, em todo o ponto x do dominio de f, se verifique a igualdade:

f(x) = f(0) = Lo(z) + ofx).

Considerando, em vez da origem, um ponto qualquer a € R (e uma fungao f
cujo dominio contivesse uma vizinhanga do ponto a) obteriamos de forma andloga
a conclusao seguinte: f é diferencidvel no ponto a sse existe uma aplicacao linear
L, : R — R tal que, em qualquer ponto x do dominio de f, se tenha:

f(x) = fa) = La(x — a) + o(z — a),
ou, pondo x —a = h:
fla+h) = f(a) = La(h) 4 o(h),

(para todo o real h tal que a + h pertenca ao dominio de f).
Por exemplo, para f(x) = 2 tem-se, em qualquer ponto a € R:

(a+h)* —a® = 3a*h + 3ah® + R?,

com h real arbitrario. Neste caso, a aplicacio linear L, é definida por L,(h) = 3a*h
para todo o h € R, sendo o termo de erro 3ah? + h3, que é evidentemente o(h); o
nimero real 3a%, que determina a aplicagdo linear L,, é precisamente f'(a).

Pode assim dizer-se que as fungoes diferencidveis no ponto a sao precisamente
aquelas cujo acréscimo, f(a + h) — f(a), pode ser aproximado por uma funcao
linear de h, sendo o erro correspondente a essa aproximacao um infinitésimo de
ordem superior & primeira quando h — 0 (em termos mais intuitivos: a menos
de um infinitésimo de ordem superior a primeira, o acréscimo da funcdao é uma
funcao linear do acréscimo da varidvel independente).

Convira reter esta conclusdo porque, como veremos, ela serd a base mais con-
veniente para a generalizacdo do conceito de derivada ao caso das fungoes, reais
ou vectoriais, de varidvel vectorial.

4.2 Calculo diferencial de primeira ordem: derivadas parciais,
diferenciabilidade; teorema do valor médio

Seja f(z,y) uma fungao real definida num conjunto D C R? e (a,b) um ponto
interior a D; procuraremos agora avaliar a «taxa de variagdo» de f(z,y) quando
se atribuam «pequenos acréscimos» ao ponto (z,y), a partir da posi¢do (a,b)

(Figura [4.2).
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D
@
a

Figura 4.2

Convém observar ji que, enquanto no caso das fungoes de uma varidvel os
«acréscimos» possiveis tinham todos a mesma direccdo — a do eixo das abcissas
— agora podemos considerar acréscimos (h, k) com qualquer das direcgoes do
plano (deverd naturalmente exigir-se que o ponto (a + h,b + k) pertenca ainda
ao dominio de f, mas isso decerto se verificard se o médulo do vector (h,k) for
suficientemente pequeno, visto que supusemos que o ponto (a,b) era interior a
D); e serd natural esperar que, em geral, a «taxa de variacdo» de f dependa da
direcgdo considerada (assim, por exemplo, se f(x,y) designasse a temperatura no
ponto (z,y), situado no chao de uma oficina com um forno em funcionamento e
uma porta aberta para o exterior, era de esperar que a temperatura aumentasse
rapidamente nas direcgoes que conduziam ao forno e diminuisse nas que levavam
a saida).

Para maior simplicidade, consideremos em primeiro lugar duas direc¢oes «pri-
vilegiadas»: as dos eixos coordenados. Se (h, k) tiver a direcgao do eixo dos x —
isto é, se for k =0 e h # 0 — a «razao incremental» a considerar serd:

fla+ h,b) — f(a,b)
h

Ao limite desta razao quando h — 0, se existir, chama-se deriwvada parcial da
fungdo f, no ponto (a,b), em ordem & primeira varidvel, usando-se para designé-
la qualquer dos simbolos: D f(a,b), fi(a,b) ou, se estiver convencionado que
a primeira varidvel é designada por z, D, f(a,b), f.(a,b), Of/0x(a,b); quando
se tenha escrito z = f(z,y), poderd usar-se ainda o simbolo dz/0x(a,b) para
designar a mesma derivada.

Reconhece-se imediatamente que a derivada parcial df /0x(a,b), quando existe,
coincide com a derivada (ordindria) no ponto a de uma fungdo de uma tnica
varidvel real: precisamente a «fungao parcial» ¢ que se obtém de f por fixagdo de
y no valor b. Com efeito, pondo p(z) = f(z,b), tem-se (desde que exista uma das
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derivadas ¢'(a) ou 0f/0x(a,b)):

oy plat+h) —e(a)
o) = oy S

— lim fla+ h,b) — f(a,b)
h—0 h

_9f
Oz

(a,b).

De forma andloga se define a derivada parcial de f no ponto (a,b), em ordem &
segunda varidvel (ou em ordem a y), designada por Dy f(a,b), D,f(a,b), f,(a,b),

af/dy(a,b), ete.:
of _ . Sla,b+ k) — f(a,b)
7y @Y =lm ; -

Quando existe, esta derivada coincide com a derivada ordindria da funcao

¥(y) = f(a,y) no ponto b.
Por exemplo, sendo z = f(z,y) = 2? + senzy e (a,b) € R?, as funcdes parciais
a considerar serdo:

o(x) = 2 +senbr, Y(y) = a®+senay,

obtendo-se portanto:

0z

g(a, b) = ¢'(a) = 2a + bcosab

0z
—(a,b) = Y'(b) = acos ab.
Sola.0) = ')
Considerando em vez de (a,b) um ponto qualquer (x,y) — cuja indicagao
explicita a seguir aos simbolos 0z/dx, 0z/0y é muitas vezes omitida — poderia

escrever-se:

0z
— =22 + ycosxy
Ox
0z
— = T CoSTY.
dy Y
Na pratica, para calcular a primeira destas derivadas parciais, derivar-se-ia
o segundo membro da igualdade z = 2? + senxy em ordem a x pelas regras

usuais da derivacao ordindria, considerando y como se fosse uma constante; e de
modo anélogo para 0z/dy. Com efeito, o facto da derivagdo parcial se reduzir
a derivacao ordindria da funcao parcial correspondente torna ébvio que as regras
de derivacao habituais no caso de uma varidvel manterao inteira validade para o
calculo de derivadas parciais.

Trataremos agora do problema da derivacdo em termos mais gerais. Sendo
v = (a, 3) um vector qualquer de R?, consideremos as equagdes paramétricas da
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recta r que passa por (a,b) e tem a direcgdo do vector v (Figura :

= t
T =a+ta (t € R).
y=b+1t0
y r
-
v /o
a x
Figura 4.3

Tendo em conta que o ponto (a,b) se supos interior ao conjunto D, logo se
vé que, compondo a fungao f com a aplicagdo t — (z,y) definida pelas equagoes
precedentes, se obterd uma funcao o, (t) = f(a+ta, b+1/3), definida num conjunto
ao qual o ponto 0 serd interior; em qualquer ponto deste conjunto distinto da
origem ter-se-4 entao:

po(t) = pu(0)  fla+ta,b+1tf3) — f(ab)

t t

Ao limite de qualquer destas razoes quando ¢ — 0 (se existir) chamaremos
derivada da funcao f, no ponto (a,b), sequndo o vector v; designi-lo-emos por
qualquer dos simbolos D, f(a,b), df/0v(a,b), f.(a,b).

Ter-se-a portanto:

Dy f(a,b) = lim LT 100 16) = f(a,b)

t—0 t

= ,(0)

sempre que o limite exista; assim, também a derivacao segundo um vector arbi-
trario pode reduzir-se a derivacao ordindria.

No caso particular de v ser um vector unitério (||v]] = /a2 + 5% = 1), o
comprimento do segmento de recta de extremos (a,b) e (a + ta, b+ t3) é igual a
|t| e a razéo incremental:

fla+ta,b+1t5) — f(a,b)
t

pode interpretar-se como uma «taxa média de variagao» de f, por unidade de
comprimento, ao longo do referido segmento; nesse caso é habitual chamar a
0f/0v(a,b) a derivada direccional de f na direccao (e sentido) de v.
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As derivadas parciais sdo casos particulares do conceito de derivada direcci-
onal: 0f/0x(a,b) é evidentemente a derivada de f em (a,b) segundo o vector
unitério e; = (1,0) e, analogamente, tem-se f/0Jy(a,b) = 0f/Jes(a,b) (admitida
a existéncia de tais derivadas).

Como exemplo, consideremos a funcio definida em R? pela férmula: z = 2%y,
um ponto qualquer (a,b) e um vector v = (a, 3); ter-se-a:

0z (a+ta)?(b+t3) — ab

9y (@) = i t

= 2aba + a*p.

Em particular, para v = e; e v = ey, obtém-se as derivadas parciais:

%(a,b) = 2ab, g—;(a,b) =a’.

Do facto de a derivagao segundo um vector se poder reduzir & derivagao ordiné-
ria decorre facilmente a validade das regras de derivagao usuais no novo caso. As-
sim, por exemplo, sendo f, g fungdes reais definidas num conjunto D C R?, (a,b) €
int D e v € R?, se existirem (finitas) as derivadas 0f/dv(a,b) e dg/0v(a,b), exis-
tirao também as derivadas das fungoes f + ¢, f — g e fg segundo o vector v, no
ponto (a,b) e verificar-se-ao as igualdades:

W(a, b) = g—i(a, b) + g_i(a’b%
%(a, b) = %(a, b)g(a,b) + f(a, b)g_z(“> b);

se, além disso, for g(z,y) # 0 em D — ou numa bola centrada em (a, b) — ter-se-4

também:
0 <£> (G, b) _ %(CL, b)g(a’7 b) - f(a7 b)%(a7 b)
ov lg(a,b)]? ’

etc.

Nas condigbes anteriormente fixadas sobre D, (a,b) e v, consideremos
agora o conjunto de todas as fungoes f : D — R que admitem, no ponto
(a,b), uma derivada (finita) segundo o vector v. E facil ver que este con-
junto, munido das operagoes usuais de adigao de fungoes e de multiplicagdo
de um nidmero real por uma fungao, é um espago vectorial real; além disso,
mostram as relagoes (onde omitimos a indicagdo do ponto (a,b)):

Dy(f +9) = Du(f) + Du(9)

Dy(cf) = cDol(f),

vélidas para quaisquer fungoes f,g do referido espago e qualquer real c,
que a aplicacdo (desse espago vectorial em R) que faz corresponder a cada
funcdo f o ntimero D, f(a,b) é uma aplicacdo linear.
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

Por outro lado, tem também interesse ver como varia a derivada se,
fixando a funcdo f e o ponto (a,b), substituirmos o vector v = («, ) por
outro vector com a mesma direcgao, cv (com ¢ € R\ {0}); ter-se-4, sempre
que exista algum dos limites considerados:

f(a+tea,b+teB) — f(a,b)

Dcvf(a7 b) - %E}%

t
~ clim fla+tea, b+ teB) — f(a,b)
t—0 tc
= Dy f(a,b).

Este resultado poderia talvez sugerir a questdo seguinte: serd também
verdade que, se existirem as derivadas de f segundo dois vectores quaisquer
v1, € Vg, existird necessariamente a derivada Dy, 4+, f (sempre no ponto
(a,b), cuja indicacdo omitimos) verificando-se a relagao:

D’b’l‘l*’uzf = Dvlf +Dv2f?

Se tal conjectura fosse verdadeira, esta relacdo, em conjunto com a
igualdade acima provada (apenas no caso ¢ # 0, mas também obviamente
valida se for ¢ = 0), Do f = Dy f, traduziriam um «comportamento linear»
da operagao de derivacao, j4 nao a respeito das funcoes sobre as quais actua,
mas relativamente aos vectores v € R? segundo os quais essa operacdo é
efectuada.

Veremos oportunamente que a resposta a questao anterior é afirmativa,
quando se considerem apenas fungdes com um certo grau de «regularidade»;
em geral, porém, essa resposta é negativa, como vamos ver.

Para esse efeito, consideremos em primeiro lugar a funcéo f : R? — R
definida pela forma seguinte:

F(zy) 0 se xy =0
x,y) =
Y V2 +y? seaxy #0.

Reconhece-se imediatamente que

of

Delf(070> = %(070) =0
De, (0,0) = gi(ovo) =0

e, portanto, quaisquer que sejam cy, ca € R,
Dclel f(O, 0) =0= Dc2e2f(07 0)'

Porém, se for v = cje; +coes um vector com direccdo distinta das dos
eixos coordenados (cica # 0) ndo existird a derivada D, f(0,0), visto que
nao existe o limite quando ¢t — 0 da funcao:

t,cot) — f(0,0 t
f(C1 021 f( ) C%+C%|t|‘

91



Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Mostra este exemplo que podem existir as derivadas de f segundo dois
vectores e nao existir a derivada segundo a sua soma; mas é facil ver que,
mesmo que esta tultima derivada também exista, poderd nao ser igual &
soma das duas primeiras. Para tal, basta considerar a funcio definida por:

0 sexy =0
9(z,y) =
x+y sexyF0.

e verificar, por exemplo, que De,4e,9(0,0) = 2, enquanto De,g(0,0) =
De,g(0,0) = 0.

Contrariamente ao que talvez pudesse ser sugerido, a uma primeira vista,
por certos resultados vélidos no caso das fungdes de uma varidvel (no qual, por
exemplo, o facto de uma funcao ter derivada finita num ponto garante a sua
continuidade nesse ponto e até a possibilidade de uma «boa aproximagao linear»,
no sentido indicado na parte final do paragrafo , para fungoes de duas varidveis
reais a existéncia de derivadas parciais finitas num ponto nao assegura sequer que a
funcao nele seja continua; alids, nao seria dificil prevé-lo se se tivesse em conta que
a existéncia ou nao existéncia das derivadas df/0x(a,b) e 0f/0y(a,b), bem como
os valores que elas eventualmente assumam, dependem apenas dos valores de f
em pontos situados sobre as rectas de equagoes y = b e x = a, nao sendo portanto
afectados por uma alteragao arbitraria da fungao nos pontos do seu dominio nao
pertencentes a qualquer dessas rectas (alteracao que certamente poderia afectar a
continuidade de f em (a,b)).

Mais dificil, porém, seria imaginar que uma funcao de duas varidveis reais
poderia ter derivada (finita), num dado ponto, segundo qualquer vector v € R? e

nao ser continua nesse ponto. No entanto, um exemplo a que ja nos referimos no
paragrafo , o da funcdo f : R? — R definida por:

1 sex#0ey=a?

fy) = 0 sex=0ouy#z?

permite reconhecé-lo facilmente. Na verdade é ébvio que, para qualquer vector
v € R? | se tem D, f(0,0) = 0 e ja sabemos que f nio é continua na origem.
Recorde-se que, no caso das fung¢oes de uma varidvel, a nogao de diferenciabili-
dade foi definida pela forma seguinte: dizia-se que uma funcao era diferenciavel no
ponto a sse tivesse derivada finita nesse ponto; nestas condigoes, poderia ocorrer
que, para fungoes de duas varidveis, se adoptasse um conceito «andlogo», dizendo
que f(z,y) era diferencidvel no ponto (a,b) sse existissem (finitas) as derivadas
parciais df/0x(a,b) e Of/0y(a,b) ou, mais restritivamente, todas as derivadas
df/0v(a,b), com v vector arbitrdrio de R?. As consideragoes anteriores, porém,
revelam que uma tal nogao de «diferenciabilidade» nao possuiria pelo menos uma
das propriedades essenciais verificadas no caso das fungoes de varidvel real (a
de «diferenciabilidade implicar continuidade»); além disso, serd facil ver poste-
riormente (o dltimo exemplo indicado poderd servir ainda para esse efeito) que
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

também nao ficaria garantida a existéncia de uma «boa aproximacao linear» para
as funcgoes diferencidveis, se esta nocao fosse definida por qualquer dos modos hé
pouco referidos.

A conclusao a tirar é a de que nao serdao estas as vias convenientes para a
generalizagdo do conceito de diferenciabilidade ao caso das fungoes de duas ou
mais varidveis reais. Antes de vermos qual a ordem de ideias que convird adoptar,
vamos estender rapidamente, para fungoes reais ou vectoriais de n varidveis, as
nogoes definidas na parte inicial deste paragrafo.

Seja D um subconjunto de R"”, @ um ponto interiora D e f: D — R.

Dado um vector v € R", chamaremos derivada de f no ponto a sequndo o

vector v ao limite:
y fla+tv) — f(a)
im

t—0 t

Y

sempre que exista.

Mais geralmente, com as mesmas hipéteses — excepto a de f ser uma fungao
real definida em D, que deverd ser substituida pela de ser f : D — R™ — a
deriwada da func¢ao vectorial f, no ponto a e sequndo v € R", designada ainda
por D, f(a), 0f /0v(a) ou fl(a) seré definida precisamente da mesma maneira:

9 () g Lt 1)~ fa)

v t—0 t ’

se existir o limite indicado no segundo membro (o qual serd agora um vector do
espago R™). Designando por f; a fun¢do coordenada de ordem i de f, decorre
imediatamente do Teorema (pardgrafo que, para que exista df/dv(a) é
necessario e suficiente que existam (e sejam finitas) as derivadas df;/0v(a), para
i =1,...,m; em tal hip6tese, 0f;/0v(a) serd a coordenada de ordem ¢ do vector
df Jov(a).

As propriedades do conceito de derivada segundo um vector, atrds indicadas
para o caso das fungoes de duas varidaveis, mantém-se na situagao mais geral agora
considerada, com os ajustamentos evidentes.

No caso do vector v € R™ ser unitdrio, costuma ainda dizer-se que df/0v(a)
é a deriwvada direccional de f mo ponto a, na direccio e sentido do vector v.
Quando, em particular, v coincide com o vector e; da base candénica de R",
obtém-se a derivada parcial de ordem j da fun¢do f no ponto a, que pode ser

designada pelos simbolos D; f(a), 9f /0z;(a), f;,(a), etc. (j =1,...,n).

Pondo ® = (z1,...,2,), a = (a1, ..., a,), ter-se-4 evidentemente:
ﬁ(al’“'7an)  lim flar,...,a;-1,a; +t,ajeq, ..., a,) —f(al,...,aj,...,an)’
81‘]‘ t—0 t

sempre que o limite exista; nos casos mais correntes na pratica, o calculo da
derivada parcial df/0z; de uma fungao vectorial num dado ponto, faz-se separa-
damente para cada uma das suas fungoes coordenadas, utilizando as regras usuais
na derivacao em ordem a z; e considerando todas as outras varidveis como se
fossem constantes.
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Por exemplo, para a fungdo que designdmos por p no pardgrafo [3.1 definida

pelo sistema:
x =rcosf
y =rsent

ter-se-4, em qualquer ponto (r,6) do seu dominio:

or __ o _
{5—0089 {89— rsen 6

% = sen
Trataremos agora de generalizar ao caso das fungoes de n varidveis reais a nogao
fundamental de funcao diferencidvel. Como teremos oportunidade de ver pelas
propriedades que estabeleceremos posteriormente, a «boa definicao» é a que ficou
claramente sugerida nas consideragoes finais do pardgrafo [4.1]

Consideremos em primeiro lugar o caso de uma fungao real f, definida num
conjunto D C R™: dizer que f é diferencidvel no ponto a equivalera a dizer que o
acréscimo f(a + h) — f(a) pode ser aproximado por uma fungao linear de h, com
um erro que serd um infinitésimo de ordem superior a primeira quando h — 0.

Em termos precisos: sendo a um ponto interior ao dominio D da funcao f, diz-
se que f é diferencidvel no ponto a sse existir uma aplicagao linear L, : R — R
tal que se tenha:

fla+h) = f(a) + La(h) + o(||h[)

em todo o ponto h tal que a + h € D.

De maneira obviamente equivalente, poderd dizer-se que f é diferencidavel em a
sse existe uma aplicagdo linear L, : R” — R e uma funcao ¢ : D — R, infinitésima
quando & — a, por forma que se verifique a igualdade:

f(x) = fla) + La(z — a) + [ — aflp(),

em todo o ponto x € D.

E sabido que se estabelece uma correspondéncia bijectiva entre o conjunto das
aplicagoes lineares de R™ em R e o conjunto das matrizes (linha) do tipo 1 x n
se se associar a cada uma de tais aplicagoes, L, a matriz [c; ¢y ... ¢, tal que
¢ =L(e),...,cp, = L(e,) (sendo e, ..., e,, os vectores da base canénica de R™);
e também que, se for ¢ = (z1,...,x,) um vector qualquer de R", se terd entao:

L(x) =c1z1+ -+ + Ty

Assim, poderia ainda dizer-se que f é diferencidvel no ponto a € int D sse
existem ndmeros reais oy, ..., q, tais que, sempre que o ponto a + h = (a; +
hi,--+ ,a, + hy) pertenga a D, se tenha:

f(a1+h17"'7an+hn>:f(a’lv"'7a’n>+alh1+"'+anhn+0(\/h%‘i_"'_"h%) .
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Antes de passarmos ao caso das funcdes vectoriais, vejamos um exemplo: a funcéo
flz,y,2) =2 — 2 + 22 —y + 3,

para (z,y,2) € R3, ¢ diferencidvel no ponto (0,0,0). Basta observar que se tem,
para x,y, z € R:

fap2) =3+ 20—y +o (VT F T )

ou

Fla.,2) = £(0,0,0) 4 Lol(w,y.2)) + 0 (Vo + 57+ 7))

designando por L, a aplicagdo linear de R? em R correspondente & matriz [2 —1 0].

A extensao do conceito de diferenciabilidade as fungoes vectoriais é agora ime-
diata. Sendo f: D — R™ com D C R" e a € int D, diremos que f é diferencidvel
no ponto a sse existir uma aplicacao linear L, : R® — R™ tal que, em todo o
ponto h tal que a + h € D, se tenha:

fla+h) = f(a)+ La(h) + o(||]]);

ou, de modo equivalente, sse existir uma matriz de elementos reais,

e uma funcao ¢ : D — R™, infinitésima no ponto a, tais que se verifique, em todo
o ponto € D, a igualdade:

f(®) = f(a) + Mo(x — a) + [l — allp(z),

(com a interpretacao 6bvia dos vectores f(x), f(a), ¢(x) e (x —a) como matrizes
coluna).

Em termos de coordenadas, esta igualdade traduzir-se-a4 pelo sistema de m
equagoes:

filzy, .. mn) = filar, ..o an) + (o —ay) + -+
ot (T, — an) + || — allei(xr, .. x) (t=1,...,m).

Tendo em conta que ¢ : D — R™ é infinitésima quando & — a sse cada uma
das suas fungoes coordenadas ; o for, pode entdo concluir-se imediatamente que:

Teorema 4.1. Seja f : D — R™ (com D C R") e a € int D; para que [ seja
diferencidvel no ponto a € necessdrio e suficiente que cada uma das suas funcoes
coordenadas seja diferencidvel no mesmo ponto.
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O esforgo feito para obtermos uma boa defini¢do de diferenciabilidade ird agora
ser compensado com um série de propriedades enunciadas nos teoremas seguintes,
que inclui praticamente todas as que poderfamos considerar desejdveis:

Teorema 4.2. Se f ¢ diferencidvel no ponto a:
1. f é continua em a,
2. para todo o vector v € R™, existe a derivada D, f(a).

Demonstracao.

1. Sendo f diferencidvel no ponto a, ter-se-4 para todo o € D:
f(x) = f(a) + La(x) — La(a) + || — alp(z)

(sendo L, uma aplicagao linear de R” em R™ e ¢ : D — R™ um infinitésimo
quando * — a); e é claro que cada um dos termos do 2° membro é uma
fungado continua no ponto a (o primeiro e o terceiro por serem constantes; o
segundo, porque, como vimos oportunamente, uma aplicagao linear é conti-
nua em qualquer ponto; e o dltimo por ser o produto de uma funcao escalar
continua em todo o seu dominio pelo infinitésimo ¢, obviamente continuo
no ponto a).

2. Seja v um vector qualquer de R"; substituindo, na tltima igualdade anterior,
x por a + tv (o que é legitimo, pelo menos para valores suficientemente
pequenos de |t|, por a ser interior ao dominio D das fungoes f e ¢) obtém-
se:

fla+1tv) = f(a) +tLa(v) + [t|[|v]|¢(a + tv)

ou, supondo agora também ¢t # 0:

fla+tv) - f(a)
t

t
= Lofw) + ol Dota + 1)

Quando t — 0, a segunda parcela do 2° membro (produto da fungao escalar
limitada ||v|| % por p(a-+tv), que tende evidentemente para 0 quando t — 0)
é infinitésima e a primeira é constante; existe portanto D, f(a) e verifica-se
a igualdade:

va(a') = La(v)'
[

Corolario. Sendo f: D — R™ (D C R") uma funcgao diferencidvel no ponto a,
existe uma unica aplicacao linear Lo tal que:

f(@) = f(a) + La(z — a) + o ([l — af),
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para todo o & no dominio de f, e a matriz correspondente a Lg € a matriz:

8 8
ar(a) - g(a)

Mg=|..cooiii i
dfm 8fm
Fe(a) o g2(a)

(onde f; é a i® fungdo coordenada de f).

Demonstracao. Atendendo a igualdade final da demonstracao do Teorema
La(v) = Dy f(a)

e ao facto de a derivada de f segundo um vector v ser unica (quando existe),
logo se reconhece que, nas condigoes da hipdtese, fica univocamente determinado
o valor da aplicagdo L, em cada vector v € R"™, o que prova a unicidade de
Lq. Por outro lado (sendo ey,...,e, os vectores da base canénica de R") os
elementos da coluna de ordem j da matriz M, devem ser as coordenadas, na base
canénica de R™, do vector Ly(e;) = De, f(a) = 0f /0x;(a); e j& sabemos que essas
coordenadas sdo precisamente as derivadas parciais, df;/0x;(a) (i =1,...,m) das
fungoes coordenadas de f. [

Registaremos agora algumas defini¢des importantes:

Quando f é diferencidvel no ponto a, chama-se derivada de f mno ponto a, e
designa-se por f'(a), a (dnica) aplicagao linear L, que verifica a condigao expressa
no enunciado do coroldrio anterior; tem-se, portanto, em qualquer ponto @ do
dominio de f:

f(@) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ o]z —all).

A matriz M,, correspondente & aplicacio f’ (a), chama-se matriz jacobiana de
f mo ponto a.

Sendo h um vector arbitrdrio de R™, ao valor da aplicagdo f’(a) no ponto h,
f'(a)(h), costuma-se chamar diferencial da fungdo f no ponto a relativo ao vector
h, por vezes designado por df,(h); porém, tendo em conta as igualdades:

dfa(h) = f'(a)(h) = La(h) = Drnf(a),

logo se vé que o diferencial de f relativo a um vector qualquer h nao é mais do
que a derivada da fungdo f segundo esse mesmo vector.

Antes de prosseguirmos na descrigao de propriedades importantes da nogao
de diferenciabilidade, convird talvez destacar alguns aspectos e casos particulares
significativos que decorrem das ideias ja expostas e ver alguns exemplos.

Em primeiro lugar recorde-se que, numa observagdo anterior, vimos que era
possivel em geral existirem as derivadas D, f(a) e D,, f(a) sem existir, ou exis-
tindo com valor diferente da soma daquelas, a derivada Dy, 14, f(@). Tal nao
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poderd verificar-se, porém, se f for diferencidvel no ponto a; com efeito, a igual-
dade:

Dyf(a) = La(v)

mostra precisamente que, fixada a fungdo f e o ponto a (no qual f seja diferen-
cidvel) D, f(a) é uma fungao linear de v.

Consideremos agora o caso de f ser uma funcao real, diferencidvel no ponto
a = (ay,...,a,) € int D; sendo h = (hy,...,h,) um vector tal que @ + h € D
ter-se-4, como vimos:

0
+a—£(a1,...,an)hl+"'
of

4ol + of )
Ao vector que tem por coordenadas, na base canénica de R"™, as derivadas
parciais 0f/0x1(a),...,0f/0zx,(a) isto é, ao vector:
of of

8_a:1<a)el +---+ 8_1:,1(0')6”’

f(al—{—hl,...,an—i—hn):f(al,...,an)

costuma-se chamar gradiante de f no ponto a; designi-lo-emos por V f(a) ou
grad f(a). Poderd assim escrever-se:

fla+h) = fla)+Vf(a) h+o(]h])

onde Vf(a) - h designa o produto interno dos vectores V f(a) e h; claro que este
produto interno é precisamente a derivada de f no ponto a segundo o vector h:

Drnf(a) =Vf(a)-h.

Como exemplos triviais de fungoes diferencidveis surgem, naturalmente, as
constantes; em termos um pouco mais gerais, consideremos uma fungdo f cujo
dominio D C R™ contenha uma bola B.(a) e que assuma em todos os pontos
desta bola um valor constante ¢ € R™. Ter-se-4 entdao, em qualquer ponto € D:

f(@) = c+ofllz—al)
ou, designando por 0 a aplicacdo (linear) identicamente nula de R” em R™,
f(x) = f(a) + 0(z - a) + of||lz - al));

esta igualdade mostra que f é diferencidvel no ponto a e que f'(a) é a aplicacao
nula.

Outros exemplos simples de fungoes diferencidveis sao facultados pelas préprias
aplicagoes lineares; sendo ¢ : R® — R™ uma tal aplicacdo e a,  pontos de R",
decorre da igualdade:

g9(®) = g(a) + g(x — a) + of[lz — al|)
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(onde, desta vez, o stmbolo o(||x — al|) estd de facto a representar o vector nulo de
R™) que g é diferencidvel em a — ponto arbitrdrio de R™ — tendo-se precisamente:

g'(a)=g.

Assim, a derivada de uma aplicacao linear coincide com a prépria aplicagao (e é
portanto independente do ponto a considerado).

Em particular, para as projecgoes pj, isto é, para as aplicagoes lineares de R"
em R definidas por:

pi(x) =pj(z1,...,2,) =y,

(para j = 1,...,n) tem-se, em qualquer ponto a € R",
pi(a) = p;
e o diferencial de p; relativo a um vector h = (hy,...,h,) — diferencial que é

também independente do ponto a, cuja indicagao explicita nas notagdes podera
portanto ser omitida — é dado por:

dpj(h) = p;(h) = h;.

Convém lembrar agora que, na prética, a projec¢ao p; ¢ muitas vezes designada
de preferéncia pelo stmbolo z;, correspondente ao valor por ela assumido no ponto
x = (x1,...,2,) (trata-se uma vez mais do abuso de notagao corrente que consiste
em usar o simbolo f(x) para designar a funcao f); adoptando este abuso de
notacao, a férmula precedente assumiria a forma:

dw;(h) = hy,

a que recorremos dentro em pouco.
Voltemos a considerar uma funcgao real f, diferencidvel num ponto a € R" e a
expressao ja conhecida do seu diferencial:

of of
dfa, h By
fall) = 5 (@ +-- 4 52 (a)
Como, de acordo com as convencoes acabadas de mencionar, se tem h; =
dz;(h) para j =1,...,n, esta expressao poderd também escrever-se:
of of
dfa a)dz,(h) + dz,(h).
fulh) = 5-(@)das () + -+ + 5 (a)dr, (h)

Na prética, esta férmula — por vezes chamada «férmula do diferencial total»
— escreve-se habitualmente de modo mais abreviado, omitindo-se a indicagao do
ponto a (em que f deverd ser diferencidvel) e do vector h € R™:

0 0
fd1+ -+ /

df = A o1, dx,,.
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Assim, por exemplo, para f(x) = log|lz| (com x = (z1,...,2,) €
R™\{0}) ter-se-4, em qualquer ponto x em que f seja diferenciévelﬂ

dfzd(logﬂ:c%%—‘--—i-x%)

I

_ xidry + -+ xpdey,
| ’

o que pode também escrever-se, mais simplesmente,

T -dx
df = 2%
= e

Outro exemplo: para a funcdo definida em R? pela férmula:

p(z,y) = zy,

(que, como veremos, é diferencidvel em qualquer ponto de R? e cujo valor

num ponto (z,y) tal que z > 0 e y > 0 representa a area do rectangulo de

base x e altura y) tem-se:
_op

dp——d:ﬂ—l—@

o 8yaly:yd:n~|—ﬂcdy.

Se os valores de dx e dy forem «pequenos» em relagdo a x e y, o diferen-
cial dp dard uma «boa aproximacao» do acréscimo da area do rectangulo
correspondente a substituicdo da «base» x por x 4+ dx e da «altura» y por
y + dy (Figura : o erro correspondente a essa aproximacgao, dx dy, serd
um infinitésimo de ordem superior & primeira se o «acréscimo» (dz,dy)
tender para (0,0).

dy xdy @&3
8
) Ty =
b=
x dz
Figura 4.4

2Veremos posteriormente que f é diferencidvel em qualquer ponto do seu domifnio.

100



4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

Naturalmente, a férmula do diferencial total estende-se, (de maneira Gbvia,
para fungoes vectoriais, reconhecendo-se imediatamente que para uma funcao f =
(f1,..., fm) diferencidvel em dado ponto & € R™ poderd escrever-se, em notagao
abreviada andloga & que indicdmos para o caso das fungoes reais:

dfy = §8day + - - + Sda,

dfpn = Y2 dey + - + Y2 da,,

Em termos matriciais, este sistema correspondera a igualdade:

0 0
dfy o g rda
B [ 3
Ofm Ofm

que pode representar-se também, de forma mais sintética e designando por M, a
matriz jacobiana de f no ponto @ considerado:

df = Mydz.

Outra forma de representar abreviadamente o sistema acima indicado seria
escrever:

df = f'(z)(dx)
ou, mais simplesmente:
df = f'(x)dx
(nesta dltima forma, convém notar que o segundo membro nao designa propria-
mente um «produto», mas sim o valor que a aplicacdo linear f’(x) : R™ — R™
assume em dx € R").
Para evitar qualquer possibilidade de equivoco convird talvez observar que,

nas notagoes mais precisas que adoptamos de inicio, quando definimos a nogao de
diferencial de uma fungao, as férmulas precedentes deveriam escrever-se:

dfz(dx) = ['(z)(dx).

Do ponto de vista pratico, porém, ha toda a vantagem em nos habituarmos ao
uso das notagoes simplificadas que s@o mais correntes, (sem permitir no entanto
que daf resulte qualquer prejuizo para a precisdo e clareza das ideias).

Como outro exemplo do uso das notagbes abreviadas usuais, considere-
mos a funcdo p : R? — R? definida pelo sistema:

x = p1(r,0,9) =rcosfcosy
y = ua(r,0,p) = rcosfsen
z = us(r,0,p) =rsenf.
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Neste caso o diferencial du (em qualquer ponto em que p seja diferen-
ciéve]EI) ficard determinado pelo sistema:

dx = cos 0 cos @ dr — rsenf cosdf — rcosfsenpdyp
dy = cosfsenpdr —rsenfsen pdf + rcosb cospdp
dz =senfdr + rcosfdf.

Retomaremos agora o estudo das propriedades gerais das fungoes diferencié-
veis. Seja D C R™ e a um ponto interior a D. Se f,g : D — R™ sado funcoes
diferencidveis no ponto a, ter-se-a, em todo o ponto h tal que a + h € D:

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) +o(||h])
gla+h)=g(a)+g'(a)(h) +o(||h])

Adicionando membro a membro estas igualdades — e tendo em conta que,
segundo as notagoes introduzidas no final do pardgrafo 3.2 o(||h||) + o(||k])) =
o(||k||) — obtém-se:

(f +9)(a+h) = (f+g)(a)+[f'(a) + g(a)] (h) + o(||R])

relacdo que prova a diferenciabilidade de f + ¢ no ponto a e mostra ainda que
(f +9)(a) = f'(a) + ¢ (a); por outro lado, multiplicando ambos os membros
da primeira daquelas igualdades por um escalar arbitrario «, obtém-se imediata-
mente:

(af)(a+h) = (af)(a) + [af'(@)] (h) + o(||h]),

donde se infere que a funcdo af é diferencidvel em a e que (af)'(a) = af'(a).

Teorema 4.3. O conjunto das funcoes f : D — R™ que sao diferencidveis no
ponto a (munido das operacoes usuais de adi¢io de fungies e de multiplicacao de
escalares por funcoes) é um espago vectorial real. Sendo f e g duas fungies deste
espaco e o € R tem-se:

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a)
(af)(a) = af'(a).

Sendo F e F dois espacos vectoriais reais, designa-se frequentemente
por L(E, F) o conjunto formado por todas as aplicagoes lineares de E em
F; e é bem fécil reconhecer que L(E, F) fica munido de uma estrutura
de espago vectorial real se, como é natural, definirmos a soma de duas
aplicagoes u,v € L(FE, F') como sendo a aplicagao (linear) u+v : F — F tal
que

(u+v)(x) = u(z) + v(x) (Vx € E)

e o produto do nimero real « pela aplicacdo u pela férmula:

(au)(x) = au(x) (Vx € E).

3Veremos adiante que u é diferencidvel em qualquer ponto (r,8, ) € R3.
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

Nestas condigoes, as duas igualdades finais do enunciado do Teorema
poderiam também exprimir-se dizendo que a aplicacdo que associa a cada
func¢do f, do espacgo vectorial considerado nesse enunciado, a sua derivada
no ponto a, f’'(a), é uma aplicacao linear desse espago em L(R™ R™).

Para a sequéncia, convém-nos ainda recordar outro resultado simples
de Algebra Linear, relativo & representacio matricial da composta de duas
aplicagoes lineares.

Sejam m, n e p trés ndmeros inteiros positivos, u € L(RP,R™) e v €
L(R™,RP), as aplicacoes lineares correspondentes as matrizes:

uml e ump 'Upl o e Upn

nas bases candnicas de R, RP e R™, que representaremos respectivamente
por (e1,...,ey), (€1,...,€,) e (ef,...,er,). Reconhece-se sem qualquer
dificuldade que w = u o v é uma aplicagdo linear de R"™ em R™, & qual
corresponderd entao certa matriz:

Para ver como pode obter-se W a partir de U e V basta ter em conta
que (como relembrdmos em nota, paginas 46)) deverd ter-se:

p
e):kajék (j=1,...,n)
k=1

_):Zuikez (kzlv,p)v
=1

e portanto, para cada inteiro positivo j < n:

(wow)(e;) =) ulv;e)

Como, por outro lado, deve ter-se também:
(uow)(ej) =w(ej) Zw,]
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

pode concluir-se que sera:
p
wij: E uikvkj (i=1,...,m;j:1,...,n),
k=1

o que corresponde & usual regra de multiplicardao de matrizes, «linhas por
colunas» (segundo a qual o elemento da linha i e coluna j da matriz pro-
duto, W, é o «produto interno» da «linha i¢» da matriz U pela «coluna j»
da matriz V).

Assim, & igualdade w = uowv entre aplicagoes lineares corresponde, para
as matrizes que as representam, a igualdade W = UV (& composicao de
aplicagoes corresponde a multiplicagdo de matrizes).

Obteremos agora um resultado de interesse fundamental: a generalizacdo, ao
caso das fungoes vectoriais de varidvel vectorial, da regra de derivagao das fungoes
compostas (ou regra da cadeia). Consideremos de novo trés nimeros naturais m,
n e p, um subconjunto D de R™ e um subconjunto £ de RP; consideremos ainda
uma aplicac¢do g : D — RP tal que g(D) C F e uma aplicacao f : E — R™. Nestas
condigoes:

Teorema 4.4. Se g é diferencidvel no ponto a e f € diferencidvel no ponto
b=g(a), fog € diferencidvel em a e verifica-se a iqualdade:

(fog)(a)=f'(g9(a)) o g'(a)
Demonstracao. Sendo g diferencidvel no ponto a, ter-se-a, sempre que a+h € D:
g(a+h) =g(a)+ g'(a)(h) + ¥ (h),

com ¥ (h) = o(]|h]|); analogamente, do facto de f ser diferencidvel em b = g(a)
resulta que, para todo o k tal que b+ k € E:

f(b+ k)= f(b) + ['(b)(Kk) + p(k),

com (k) = o(|[k[])-
Substituindo nesta igualdade b por g(a) e k por g(a + h) — g(a) (o que é
legitimo, visto que b+ k = g(a + h) € E) obtém-se:

(fog)la+h)=(fog)(a)+ f'(9(a))(g9(a+h) —g(a) +¢(g(a+ h) — g(a))

ou, atendendo a que g(a + h) — g(a) = ¢'(a)(h) + ¥(h):

(fog)a+h)=(fog)(a)+ [f(9(a))og'(a)] (h)
+ '(9(a)) (¥(h)) + ¢(9(a+ h) — g(a)).

Assim, para terminar a demonstragao, bastard provar que se tem:
f'(g9(a)) (¥ (R)) = o(||R])
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

p(9(a+h) —g(a)) = of||hl).

Para este efeito, ponhamos ¥(h) = ||h||v*(h), para todo o h # 0 tal que
a+ h € D (com a fungdo ¥* nula na origem de R™) e (k) = ||k||¢*(k), para
qualquer k # 0 tal que b+ k € E (com ¢ também nula no vector nulo de R?).
Ter-se-4 limp_ o 9*(h) = 0 e limg_o ¢*(k) = 0 (alids, sendo k = g(a + h) — g(a)
e g continua no ponto a, por af ser diferencidvel, ter-se-4 também limp, .ok =0 e
portanto limp_.g ¢*(k) = limp_o ¢*(9(a + h) — g(a)) = 0).

Observe-se ainda que, como ¢'(a) e f'(g(a)) sdo aplicacdes lineares (a primeira
de R™ em RP| a segunda de R? em R™), existem constantes M e N tais que

lg'(a) (@)l < Mllz| e |f(9(a))@)] < Nyl

para qualquer x € R" e qualquer y € RP.
Nestas condigdes pode concluir-se, por um lado que

1/ (9(@)) (¥(R)) || < Nl (Rl < Nk[llY*(R)],
(o que mostra que f'(g(a))(¢(R)) = o(||h]])), e por outro que:

|e(g9(a+h) —g(a))|| = ll9(a+h) - g(a

( (a+h)—g(a)]
=g (a)(h >+||h||¢ " (g( a+h ) —g(a))]|
s<||g'<a><h>||+||h||||w*< D¢ (9la+ h) — g(a))|
< |RII(M + [¢*(R)I]) [|¢* (9(a + h) — g(a))]| -

Assim, observando que a funcao M + |[¢*(h)|| é limitada numa vizinhanca
da origem de R" ¢*(g9(a + h) — g(a))| tende para 0 quando h — 0,
imediatamente se obtém a relagio ¢(g(a + h) — g(a)) = o(||h||), que permite
considerar a demonstragao terminada. O

Observe-se que, nas condigdes expressas na hip6tese do Teorema {.4) ¢'(a)
¢ uma aplicacao linear de R™ em RP, f’ (g(a)) uma, aplicagao linear de RP em
R™ e portanto a composta, f’ (g(a)) o ¢'(a), serd uma aplicagao linear de R em
R™: acabamos de ver precisamente que esta aplicagao coincide com a derivada no
ponto a da funcao composta, f o g. Tendo em conta o resultado que recorddmos
na nota anterior ao teorema, é agora muito facil exprimir, em termos das matrizes
jacobianas das fungoes intervenientes, a regra de derivagao das fungdes compos-
tas e obter, a partir dela, as regras correspondentes para o cédlculo de derivadas
parciais.

Com efeito, seja & = (z1,...,2,) € D, g(x) =y = (y1,...,yp) ¢ f(y) = 2z =
(21, ..., 2m); designando da forma habitual as fungdes coordenadas de f e g, as
matrizes correspondentes as aplicagoes lineares ¢'(a) e f/(b) — com b = g(a) —
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

serao, respectivamente, as matrizes jacobianas:

'g_g(a) g%(a)_
Ma(g)= |- oo
fi(a) o g(a)
(Ohib) . 2]
Mo(f) = | oo
ERW S (0) |

Pondo, por comodidade de escrita, h = f o g, entre a matriz correspondente a
B (a):

Ma(h)=|.ooooiii,
Gin(a) - P=(a)

e as matrizes Mq(g) e Mp(f) verificar-se-4 entdo a relagao:
Ma(h) = My(f)Ma(g),

isto é, ter-se-d, para qualquer par (i,j) de inteiros positivos tais que ¢ < m e
J < mn:

Ohi oy — OFi 091 o Ofi 0092 v Ofi 09

Omitindo a referéncia expressa aos pontos @ e b = g(a) (nos quais g e f,
respectivamente, devem supor-se diferencidveis) e cometendo o abuso de notagao
habitual que consiste em substituir as designacoes mais precisas Oh;/0x;, 0 f;/Oys
e Ogi/0x; por 0z;/0x;, 0z;/0yi e Oyi/0x;, a férmula anterior assume o aspecto
muito corrente;

Ozi 0z Oyr 0z Oya 0z; Oy,
Or; Oy, Ox; + ys Oz et dyp 0x;’

(i=1,...,m; 5 =1,...,n). Em termos pouco precisos a regra para o cdlculo de
derivadas parciais expressa por esta férmula — também chamada regra da cadeia
— pode traduzir-se dizendo que, para obter a derivada de z; em ordem a uma
dada «varidvel final» x;, basta somar os produtos que se obtém multiplicando a
derivada de z; em ordem a cada uma das «varidveis intermédias», y,, pela derivada
desta em ordem a varidvel x;.

4Observe-se que, nesta férmula, o simbolo z; é usado com dois significadas distintos: no
primeiro membro designa a coordenada de ordem ¢ da func¢ao composta, z = h(x); no segundo,
a coordenada da mesma ordem da funcdo z = f(y).
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

Quando, em particular, é n = 1 — isto é, quando ha uma sé varidvel final, x
— a férmula costuma escrever-se:

dz _ Oz dy | Oz dys 9z dyy

dr Oy1 dx  Oys dx h Oy, dx

(t=1,...,m)

(usando os sfmbolos dz;/dx, dyy/dx, em lugar de 0z;/0z, Jy/Ox, para indicar
que as derivadas em causa ndo sdo parciais, mas «totais»). Quando ha apenas
uma variavel intermédia, y, tem-se analogamente:

Oz _ dz 0y
Ox;  dy Ox;

Evidentemente, no caso particular m = n = p = 1, obtém-se a férmula usual
no céalculo diferencial de fungoes de uma varidvel:

& _dzdy
de  dydx’

Antes de aplicarmos a regra da cadeia a alguns exemplos concretos, utiliza-la-
emos por diversas vezes na demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 4.5. Seja D C R" e f, g duas funcoes reais definidas em D e diferen-
cidveis no ponto a. Entdo a funcdo produto fg € diferencidvel em a e tem-se:

(f9)'(a) = g(a)f'(a) + f(a)g'(a).

Se, além disso, for g(a) # 0, o cociente f/g serd também diferencidvel no
ponto a, verificando-se a igualdade:

1Y o sl@)f(a) ~ fla)ga)
(g)<> o

Demonstracao. Em primeiro lugar, observemos que a funcio p : R? — R definida
por:

p(r,y) = xy

¢ diferencidvel em qualquer ponto (a, 3) € R?; para o reconhecer, basta atender &
definicao de diferenciabilidade e ter em conta a igualdade:

(a+h)(B+E)=aB+ (Bh+ak) + hk

a qual, designando de momento por L a aplicacdo linear de R? em R correspon-
dente & matriz [ o], pode também escrever-se:

pla+h, B+ k) = p(aB) + L(h, k) + o (VA7 + 12)
Portanto, p é diferencidvel e a matriz que corresponde a p/(«, 3) é [5 af.
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Em segundo lugar, designando por ¢ a aplicacdo de D em R? definida por

o(z) = (f(x).9(x))  (z€D),

notemos que ¢ é diferencidvel no ponto a, visto que as suas fungoes coordenadas
f e g, sao por hipétese diferencidveis nesse ponto.
Nestas condigoes, basta observar que, para todo o @ € D, se tem:

f(@)g(x) = p(f(z), g(x)) = (pog)(x),

isto é, fg = poq , para que o Teorema [£.4) permita concluir imediatamente que
fg é diferencidvel no ponto a e também que:

(f9)'(a) =p'(¢(a)) o ¢ (a) = g(a)f'(a) + f(a)g(a).

Suponhamos agora g(a) # 0 e consideremos a fungao

definida nos pontos € D tais que g(x) # 0 (observe-se que, sendo g(a) #0 e g
continua — por ser diferencidvel — em a, serd também g(x) # 0 em todo o ponto
x de alguma bola centrada em a, donde resulta que a, por hipétese interior a D,
serd também interior ao dominio de ¢).

Pondo, para todo o t € R\{0}, ¢(t) = 1/t, ter-se-4 evidentemente ¢ = og e
portanto, atendendo de novo ao Teorema [4.4] pode concluir-se que ¢ é diferencid-
vel no ponto a, obtendo-se imediatamente a relagao:

"(a) = — ! "(a).
¢'(a) (g(a))zg()

Finalmente, os resultados ja obtidos permitem concluir que, nas condigoes
referidas na hipétese do teorema, o cociente f/g = (1/g)f é diferencidvel em a e
também que:

(5) (@) = f(a) (g) @+ s fa)
_gl@)f(a) - fla)g(a)
(9(a))?

]

Os Teoremas [£.3] e [4.5] em conjunto com o facto ja verificado de serem diferen-
cidveis as constantes e as funcoes coordenadas p;(x) = z;, permitem reconhecer
imediatamente que qualquer fungdo polinominal P(xy,...,z,) é diferencidvel em
todos os pontos de R™ e que qualquer funcao racional de n varidveis reais é di-
ferencidvel em qualquer ponto do seu dominio. 0 Teorema [4.4] por sua vez, com
alguns dos resultados obtidos no estudo da diferenciabilidade das fungdes de uma
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

varidvel real, permite concluir a diferenciabilidade de muitas outras fungoes reais
de n varidveis correntes nas aplicagoes. Finalmente, o estudo das fungoes vectori-
ais sob o mesmo ponto de vista pode reduzir-se ao caso das fungoes reais por meio
do Teorema (4.1
Como primeiro exemplo, consideremos a funcdo f : R"™ — R definida pela
férmula:
fl@)=e** (xR

onde a = (ay,...,a,) € R". A fungdo f é o resultado da composigao de p(u) = e
com
u=Yx)=a-x=ax1+ -+ a,z,
e, como @ ¢ diferencidvel em R e v (polinémio do 1° grau em zy,...,xz,) é
diferencidvel em R", f é diferencidvel em R".
Num ponto qualquer & € R" tem-se:

of _ 9
8xj_8xj

ea1:cl+--'+an33n — ajeam

e portanto a matriz jacobiana de f ¢ a matriz linha:
[a1€¥® -+ a,e*"]
ou, equivalentemente, o gradiante de f (no ponto x) é o vector:
Vi(x) =e*(a1e1+ -+ aze,) = e**a.

Consideremos agora a fungao definida pela férmula:

z=g(x,y) = 2",

no conjunto dos pontos (z,y) € R? tais que x > 0. Tem-se, em todo o dominio de
g:
y = eylogx
e portanto (sendo g a composta de z = € com u = yv e v = log z, fungodes dife-
rencigveis em todos os pontos dos respectivos dominios) g é também diferencidvel
em todo o seu dominio.
A matriz jacobiana de g num ponto (x,y) desse dominio é:

My(g) = [ya¥~"  a¥logz].

Se forem agora = = «a(t), y = B(t) duas fungoes diferencidveis em R, a primeira
das quais assuma apenas valores positivos (fungdes que poderemos encarar como
as coordenadas de uma aplicacdo ¢ de R em R2, com contradomfnio contido no
dominio de g) a fun¢ao composta:

h(t) = g(a(t), B(t)) = a(t)’®
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serd diferencidvel em R e a sua matriz jacobiana no ponto t € R podera obter-se
multiplicando as matrizes:

My p)(9) = [BE)a®)? @7 a(t)’@loga(t)]

[
My(p) = [ﬁ’(t)]

O resultado (matriz 1 x 1, que identificamos com o seu unico elemento) é uma
confirmacao da conhecida regra de derivagao de uma «poténcia-exponencial»:

W(t) = B(1)a(t)’ O () + a(t) O3 () log at).

Como tltimo exemplo, consideremos uma funcio f : R® — R? de funcoes
coordenadas:
u= fi(z,y,2)
V= fQ(Ia Y, Z)
que suporemos diferencidveis em qualquer ponto de R? e a funcdo u : R? — R3
definida pelo sistema:
x = rcosfcosp
y = rcosfsenyp

z=rsend.

Como cada uma das fungoes coordenadas de p é diferencidvel (por ser um
produto de fungoes diferencidveis) a fungdo composta f o p é diferencidvel em
qualquer ponto (r, 0, ¢) € R3. Para obter a sua matriz jacobiana basta efectuar o
produto:

cosfcosyp —rsenflcosp —rcosfsenyp

ou Ju Ou
or Oy 0z
cosfsenp —rsenflseny 7rcosbcosp

ov Odv Ov

8z Oy 0z
vy s sen 6 rcosf 0

Em particular, se for:
u= 2% 4y + 22
v=a"+y’— 2"

obtém-se como resultado:

2r 0 0
2rcos260 —2r?sen26 0

(observe-se que, neste caso, teria sido menos trabalhoso efectuar previamente a
composicao, o que conduziria a:
u=r?

v =1r%cos 26,

e obter a partir deste sistema a matriz jacobiana da fun¢ao composta).
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

Faremos ainda uma breve referéncia a questao da diferenciabilidade do
produto interno de duas fungbes vectoriais e do produto de uma funcéo
escalar por uma funcgdo vectorial.

Sendo f,g : D — R™, com D C R", duas fungoes diferencidveis no
ponto a, ter-se-a, com as notagoes habituais:

f-9=>_fig
i=1

e portanto dos Teoremas e resulta imediatamente que f - g é

diferencidvel em a e também que:

m

(f-9)(a)= Z(figi)/(a) = Z(gi(a)fi/(a) + fi(a)gi(a)).

i=1 i=1
Assim, se for v = (vy,...,v,) um vector arbitrario de R", ter-se-4:

(f-9)(@)(v) =Y [gi(a)(fi(a)(v)) + fi(a)(gi(a)(v))]
=1

=g(a) - (f'(a)(v)) + f(a)-(¢'(a)(v)).

Para a derivada parcial em ordem a x; obtém-se (por exemplo, substi-
tuindo v por e; na igualdade precedente):

W) = sta)- @)+ @) 2 (@)

Se for agora a : D — R uma funcio diferencidvel no ponto a pode
reconhecer-se também sem dificuldade (por exemplo, analisando separada-
mente cada fungao coordenada do produto af) que a fungao vectorial af é

z z

diferencidvel em a e que, sendo v € R", é vélida a igualdade:

(af) (a)(v) = (¢/(a)(v))f(a) + a(a)(f'(a)(v));

em particular, para v = e;, obtém-se a expressdo da derivada parcial em
ordem a x;:

oaf), .  da af
e (@) = o (@)f(@) +o(a) 7 (@),

Sendo m e n inteiros positivos e D C R™ um conjunto aberto, convencionemos
agora designarﬂ por C(D,R™) o conjunto das fungoes definidas em D, com valores
em R™ continuas em cada ponto € D. No caso particular m = 1, em lugar de
C(D,R) escrevemos apenas C(D).

0 sfmbolo C(D,R™) poders eventualmente ser usado para designar o conjunto das fungoes
definidas e continuas em D com valores em R™, mesmo que o subconjunto D de R™ néo seja
aberto. Por vezes escreve-se também C°(D,R™), em lugar de C(D,R™).
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Como é ébvio, C(D,R™) é um espago vectorial real, em relagdo as operagoes
usuais de adicao de fungoes e de multiplicacdo de um nidmero real por uma funcao.

Convencionemos ainda designar por C!'(D,R™) — ou apenas C'(D), se m = 1
— o subespago vectorial de C(D,R™) formado pelas funcoes f que verificam as
duas condigoes seguintes:

1. em cada ponto & € D e para cada j € {1,...,n} existe a derivada parcial
D;f(z);

2. cada uma das fungoes D;f : D — R™ pertence a C(D,R™).

As fungoes do espago C'(D,R™) — ou C'(D) — sdo por vezes designadas por
fungoes de classe C', definidas em D.

E fécil reconhecer que, sendo f uma funcéo definida em D com valores em
R™ e f; = p; o f a correspondente fungao coordenada de ordem i, a condigao
f € C(D,R™) ¢é verificada sse f; € C(D), para cada i € {1,...,m}. De modo
andlogo f € C1(D,R™) equivale a f; € C}(D), parai=1,...,n.

Segue-se que em grande parte os resultados enunciados na sequéncia para
fungoes escalares pertencentes a C(D) ou C*(D) estender-se-iam imediatamente
ao caso de fungoes vectoriais, de C(D,R™) ou C!(D,R™), respectivamente.

O primeiro destes resultados é o objecto do teorema seguinte, no qual se regista
uma condi¢ao suficiente de diferenciabilidade de grande utilidade na prética:

7

Teorema 4.6. Seja D C R™ um conjunto aberto. Qualquer fungdo f € C*(D) é
diferencidvel em cada ponto a € D.

Demonstracdo. Para maior clareza, faremos a demonstracao na hipétese n = 2 e
indicaremos depois, de modo abreviado, a sua extensao ao caso geral.

Sendo @ = (a1, as) um ponto de D e h = (hy, hy) um vector de R? tal que
a + h € D, ponhamos:

0(h1, ha) = f(ar + hi,a2 + he) — f(a1,a2) — D1 f(ar, az)hs — D2 f (a1, az)hs.
O teorema ficard provado (no caso n = 2) se mostrarmos que
O(hi,hy)
im @ —_—k==
(h1,h2)=(0,0) \/h? + h3

Como o ponto a é interior a D, existird uma bola B,(a) C D; nestas condigoes,
se o vector h verificar a condigao suplementar ||h| = y/h? + h3 < r, todos os
pontos da forma (a; + thy, as) ou (a; + hy,as +ths), com t € [0, 1], pertencerao a
B, (a).

Considere-se entao a igualdade:

flar + hy,as + hy) = f(ar,az) =
= [f(a1 + hy, a0 + he) — f(a; + h1,a2)} + [f(ch + hi,a2) — f(as, CL2)],
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

que, se pusermos ¢1(t) = f(a; + thy,az) e po(t) = f(ay + hi,as + the), poderd
escrever-se:

flar + hy, a0+ ho) — f(ar,a0) = [902(1) - 902(0)} + [901<1) - 901(0)]-

Aplicando o teorema de Lagrange as fungoes ¢; e @9 em relagao ao intervalo
[0, 1] — o que é evidentemente legitimo nas condigdes da hipdtese — obtém-se

flar 4 hy,as + ha) — f(ar, a2) = wylca) + ¢i(cr),

onde ¢; e ¢y s@o pontos convenientes do intervalo [0, 1]. Tem-se, porém, para
t €0, 1],

©1(t) = Dif(ar + thi,a2)hy,  ¢h(t) = Daf(ar + ha,as + thy)ho
e portanto
@i(c1) = mDif(ar + c1hy, a2),  @5(c2) = haDsf(ar 4 ha, az + c2ho)

donde resulta

9(]11, hg) =M [D1f<a1 + c1hy, a2) - le(ala GQ)}
+ hg [Dgf(al + hl, as + hQCg) — Dgf(al, ag):| .

Segue-se que

O(hihs) I
Vhi+h3 B+ 13

Dy fay + c1hi, az2) — D1 f(ar, az)]

h
+ % [Daf(a1 + ha, a2 + c2hs) = D f(ar, az)]
Vv hi+h;
e portanto
0(h17 h2)

<|Dyf(a; + c1h1,a2) — D1 f(a1, az)

+ | Dy f(ay + hy,as + caha) — Daf(ay, az)|.

Quando (hy, he) — (0,0) os pontos (a; + ¢1hy,az) e (a1 + hy, as + cahs) tendem
ambos para (aj,az) e a continuidade das derivadas D;f e Dyf no ponto a —
resultante da hipétese de ser f € C1(D) — permite concluir que

lim —G(hl’ fi2) =0

o que termina a demonstragao (no caso n = 2).
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

No caso geral, sendo a = (a1, as,...,a,) € D e h = (hy, hs,...,h,) € R" com
a—+ h € D, por-se-ia:

O(h) = fla+h) - f(a) = > hD;f(a).

Supondo ainda ||h|| < r, com B,(a) C D, designando como habitualmente

por eq,...,e, os vectores da base candnica de R"™ e pondo, por comodidade de
notacao,

zo=a, zi=a+he, ...,zj=a+he + ---+hje;, z,=a+h,
ter-se-ia:

flat+h) = f(a) = f(z.) — f(z0) = D _[f(2)) — f(2j-1)]

=1

ou, pondo ainda, ¢;(t) = f(z;—1 + th;e;)
fla+h) = f(a) =" &i(c;)) =D hDif(z1 + cihje;),
j=1 =1

com ¢; € [0, 1], para j = 1,...,n. Segue-se a igualdade

M_ Y & Tz cih.e) =D fla
IR _; iy (Dl (zim1 + cihie;) = Djf(a)]

da qual, tendo em conta a continuidade das derivadas D;f em a, se conclui que

0(h)
lim ——= = 0.
h—o |kl
Pode portanto considerar-se a demonstragao terminada. [

Exemplo: As fungoes coordenadas da funcio ¢ : R? — R? tal que

T =r7rcosf

)

y =rsenf

¢(r,0) = (v,y) com {

pertencem ambas a C*(R?), o que permite concluir que ¢ é diferencidvel em cada
ponto (r,60) € R% No ponto (79, 0) a derivada de o é a aplicacao linear ¢'(rg, 6;)
determinada (na base canénica de R?) pela matriz

{% %} B [cos Oy —rosen 60}
9y Jy - :
ar 90 (ro.00) senfy rgcosfy
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4.2. Calculo diferencial de primeira ordem

E claro que uma funcéo diferencidvel pode ndo ser de classe C'. E o que se
passa, por exemplo, com a fungio 1 : R — R tal que ¢(x) = x?sen1/z para x # 0

(com 1(0) = 0).

O teorema de Lagrange para fungoes reais de uma varidvel real tem vérias
generalizagoes ao caso de n varidveis. Eis uma das de maior utilidade:

Teorema 4.7. (Lagrange, do valor médio ou dos acréscimos finitos)
Seja D um aberto de R™, a e b pontos de D tais que o segment(ﬂ la, b] esteja
contido em D; seja ainda f € C1(D); entdo existe um ponto ¢ € |a, b tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Demonstracdo. Nas condiges da hipdtese pode aplicar-se o teorema de Lagrange
no intervalo [0, 1] & fungao (real de varidvel real) ¢ definida no mesmo intervalo
pela formula ¢(t) = f(a + t(b — a)), obtendo-se a garantia de existéncia de um
ponto 6 € )0, 1] tal que p(1) — ¢(0) = ¢'(A). Pondo entao a + (b — a) = ¢, basta
observar que ¢(1) = f(b), p(0) = f(a) e

p(0+A) - o(0)

¥'(0) = lim

i fla+6(b—a)+Ab—a))— fla+6(b—a))
A—0 A

= Dy_af(a+0(b—a))

:f'(a+9(b—a))(b—a)

= f'(c)(b—a),

para se poder considerar a demonstragao terminada. O

1. Observando a demonstragdo anterior reconhece-se imediatamente que
o teorema poderia ter sido enunciado sob forma mais geral: por exem-
plo, em vez de impér a condigio f € C!(D) bastaria exigir que a
fungdo ¢ fosse continua no intervalo [0, 1] e diferencidvel em ]0, 1]
para se poder obter da mesma forma a conclusdo que figura no enun-
ciado. Uma observacdo andloga poderia alids ser feita em relacdo a
alguns outros enunciados de teoremas precedentes e seguintes. Po-
rém, tendo em conta que ndo nos serd necessaria maior generalidade
nas aplicacgoes que temos em vista, pareceu-nos preferivel adoptar em
todos os casos enunciados tao simples quanto possivel.

2. Convém observar que, se pusermos b — a = h, a férmula indicada no
final do teorema [4.7] pode revestir a forma:

fla+h)= f(a) +Dpf(a+0h),

5Como sabemos, designa-se por [a, b] o conjunto dos pontos da forma a + t(b — a), com
t € [0, 1] e por ]a, b[ o conjunto dos pontos da mesma forma, agora com ¢ € 0, 1[.
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

ou ainda, com ||h|| =7 e h, = %h (onde se supoe agora h # 0, isto é,
b +# a):
fla+h) = f(a) +rDn, f(a+ 0h).

Convém notar também que, na forma indicada, o teorema nao subsiste para o
caso de fungoes vectoriais. Por exemplo, sendo ¢ : R — R? a funcao definida por
o(t) = (z,y), com x = cost e y = sent, para quaisquer reais c e t, ¢'(c)(t) é a
aplicacdo linear de R em R? determinada pela matriz

—tsenc
tcosc
nao podendo portanto existir um ponto ¢ € [0, 27| para o qual se verifique a
igualdade:
0
o] = #t2m) - o0 = ¢ (0em = |

—2msenc
2T cosc

E no entanto vélido o seguinte:

Coroléario. Seja D um aberto de R", a e b pontos de D tais que o segmento
la, b] esteja contido em D. Seja ainda f € C*(D,R™). Nestas condi¢oes existem
pontos €1, ¢z, . . ., Cy no segmento |a, b tais que, designando por fi, fo, ..., fm as
funcoes coordenadas de f, se tem:

f1(b) — fi(a) g_ﬁ(cl) %(Cl) by —a;

In®) = In(@)]  |22(en) - 22(en)] |bo - an

Obtém-se imediatamente este coroldrio, aplicando o teorema anterior, sepa-
radamente, a cada uma das fung¢des coordenadas de f; nem sempre é possivel,
porém, atribuir um valor comum aos pontos cy, ..., ¢, como o exemplo anterior
torna evidente.

Para fungoes reais de varidvel real, a condigao f’(x) = 0 em cada ponto = do
dominio de f garante que a funcao f é constante se o dominio em causa é um
intervalo de R. Eis a generalizacao natural deste resultado:

Teorema 4.8. Seja D um aberto conexo de R", f : D — R™ uma funcgao
diferencidvel em cada ponto de D e tal que (designando por O a aplicacio nula de
R” em R™) se tenha f'(z) = O para cada @ € D.

Entao f é constante em D, isto €, existe um vector ¢ € R™ tal que f(x) = ¢
para cada x € D.

Demonstracdo. Sendo xy um ponto arbitrario de D ponhamos:

A={z e D: f(xz)=f(zo)}, B={x € D: f(x)# f(xo)}
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4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

Tem-se evidentemente D = AU B e A nao é vazio (xy € A); vamos ver que,
se nao fosse B = () (isto ¢, se f nédo fosse constante), os conjuntos A e B seriam
separados, e portanto D seria desconexo, contrariamente a hipétese.

Se x; é um ponto arbitrdrio de B (suposto B # 0) é f(x1) # f(xo) e entdo
a continuidade de f em @x; (resultante da hipétese de diferenciabilidade de f),
assegura a existéncia de uma bola B.(x1) C D tal que, para qualquer € B.(x1),

1f () = f(@)ll < |[f (o) = f(a1)]-

Segue-se que nenhum ponto de A pertence a B(x1) (visto que, para x € A, ¢
f(x) = f(xp)), isto é, que &, € A. Conclui-se assim que

BNnA=4.
Seja agora ' = (,...,x,) um ponto arbitrario de A, Bs(x’) uma bola
centrada em a’ e contida em D; seja ainda * = (z1,...,,) um ponto de Bs(x')
distinto de x’. Designando por fi, ..., f,, as funcoes coordenadas de f, o coroldrio
anterior assegura a existéncia de pontos ¢y, ..., ¢, pertencentes ao segmento de
extremos x, ' e portanto a Bs(x’) C D tais que

d d
fi(z) — fi(2') Ller) - )] [21 -,
fm(a:) - fm(wl) %JCTT(Cm) et %:(Cm) Ty, — :13;1
Como se tem %(cj) = (0 para quaisquer valores de i e j, pode concluir-se

J
que f(x) = f(x'). Assim, na bola Bs(2’) ndo ha qualquer ponto do conjunto B,
tendo-se portanto

ANB =1,

0 que termina a demonstracao. [

Nao poderia dispensar-se a exigéncia de o aberto D ser conexo no enun-
ciado do teorema por exemplo, a funcéo g : R\ {0} — R definida pela
féormula g(z) = 2 tem derivada nula em todos os pontos do seu dominio
sem ser evidentemente constante; e ndo é dificil reconhecer que poderiam
ser dados exemplos andlogos nos quais o dominio da funcao considerada, em
vez de R\ {0}, fosse qualquer conjunto aberto desconexo de R™ previamente
escolhido.

4.3 Calculo diferencial de ordem superior a primeira; teoremas
de Schwarz e Taylor.

Tratemos em primeiro lugar da nocao de derivada parcial de ordem superior a
primeira; o processo a adoptar para defini-la é praticamente evidente. Considere-
se, por exemplo, uma funcdo f(z,y,2), definida num subconjunto D de R3. J4
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

sabemos entao como podem considerar-se definidas em certos subconjuntos de D
: . e : Lof Of , of
(eventualmente vazios) as fungdes (primeiras) derivadas de f: 37, 7 e 5.

A primeira destas funcoes, por exemplo, admitird por sua vez em certos pontos

do seu dominio (eventualmente em nenhum) derivada parcial em ordem a x, ou a
y ou a z. Ficardo assim definidas trés novas fungoes, % (%), a% (%) e % (%)7 que
designaremos respectivamente por %, ;yzgx 88226];‘ De modo andlogo se definiriam
as derivadas %afy, 227]; e ;jgy, etc. Assim para a fungao f(z,y,z) = xsen(yz), ter-

se-ia, em qualquer ponto (x,vy, z) € R3:

*f FPr Ff
ol 0, a7 —xz°sen(yz), oz W sen(yz),
*f _ Pf
Oxdy B OyOx = 2 cos(y2),
*r
020z 020w yeos(y2).
>*r
0002~ 9205 xcos(yz) — xyzsen(yz).

As derivadas de ordem superior & segunda definem-se de forma andloga. Eis
algumas das derivadas de 3* ordem da fun¢éo do exemplo anterior (todas definidas
em R?):

33]”_ Bf B Pf B R f _0
Ox3  Oydx?  OxOydx  0x20y ’
>’f >Ff >’f 2
OxOy? - OyOxdy B Oy20x =~ sen(y2),
0 f 3
a9 = —xz°cos(yz), etc.

Convém encarar agora a questdo em termos mais gerais. Seja f uma fungao

rea]|Z| definida num conjunto D C R"; em certos subconjuntos de D estardao entao
. . .. of of .. .
deﬁ‘n%das as derlvadas.par('jlals Dif,....,D,f (ou B E)' Ser'ldo 1€ 1nt‘elros
positivos menores ou iguais a n, poderd entdao considerar-se definida, no conjunto
formado por todos os pontos em que a funcao D, f admite derivada parcial (finita)
em relacao & varidvel z;, a d2erivada de 2* ordem D;(D,f) = D;,f (que poderd
o°f

O0x;0x;
em cada ponto do seu dominio serd precisamente a derivada de D; f, em ordem a
x;, no ponto considerado.

também ser designada por ou fa’:’ixj); naturalmente, o valor da funcao D; ; f

TA extensdo ao caso de funcdes vectoriais é trivial, reconhecendo-se imediatamente que a
existéncia de determinada derivada parcial (de qualquer ordem) de uma funcéo vectorial equivale
a existéncia das derivadas parciais correspondentes para cada uma das suas fungodes coordenadas,
sendo precisamente estas as coordenadas daquelas, na hipétese de existéncia.

118



4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

De modo anélogo se definiriam as derivadas de 3* ordem, D; 5, de 4* ordem,
D; j ki, etc. Por exemplo, para a funcao f : R™ — R definida pela férmula:

f(m) =™
onde a = (ay,...,a,) € R", tem-se, em qualquer ponto x = (z1,...,x,) € R" e
para qualquer sequéncia de n inteiros nao negativos (p1, pa, ..., Pn),

apl+p2+~~+l7n f

€T b1 D2
ox - Ol (@)

=aj'ay® - abre®®.

Sendo p um inteiro positivo, convencionaremos dizer que a funcao real f, defi-
nida num aberto D C R" é uma func¢do de classe C* em D (e escrever f € CP(D))
sse f admitir em cada ponto & € D derivadas parciais de todas as ordens < p,
sendo cada uma destas derivadas uma funcao continua em cada ponto de D; nou-

tros termos, sse para qualquer sequéncia de n inteiros nao negativos (py, pa, . - ., Pn)
op1Lttpn g

Oz ... 928
Diremos ainda que f é uma funcao de classe C* em D, (;u uma funcao indefinida-
mente diferencidvel em D (e escreveremos f € C*(D)) sse a condi¢do f € CP(D)
for verificada qualquer que seja p € N.

Define-se de modo semelhante o conceito de fungao vectorial (definida em D
e com valores em R™) de classe CP, com p inteiro positivo ou p = oo; designando
por CP(D,R™) o conjunto destas fungoes, ter-se-4 f € CP(D,R™) sse cada uma
das fungoes coordenadas de f for um elemento de CP(D).

E fécil verificar que uma funcio de n varidveis tem n? funcdes derivadas de
ordem p, para qualquer inteiro p > Oﬁ No entanto em certos casos particulares
importantes, identificam-se as derivadas que comportam igual nitimero de deri-
vagoes em relagdo a cada uma das varidveis; é o que se verifica com a funcao
f(z,y,z) = zsen(yz) atrds mencionada, para a qual se tem, por exemplo,

verificando a condic¢ao p; +pa+- - -+ p, < p, a fungao pertencer a C(D).

AL T T T
0xdy  Oydx’ Oydx?  Oxdydr  Ox20y’ '

Um dos resultados mais importantes neste sentido é o que se exprime no
seguinte teorema (propositadamente enunciado para o caso de uma funcao de duas
varidveis e de derivadas de 2* ordem mas que se estenderd depois trivialmente a
situagoes mais gerais).

Teorema 4.9 (Schwarz). Seja D um aberto de R* e f € C*(D); entdo em
qualquer ponto (a,b) € D wverifica-se a iqualdade:
0 f

o2 f
axay(aa b) - ayax(a’a b)

8Claro que algumas dessas funcdes derivadas podem ter dominio vazio, isto é, podem reduzir-
se a fungao vazia.
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Demonstra¢ao. Supondo contida em D a bola centrada em (a,b) e de raio r,
B.(a,b), considere-se a funcao Ay f (ou mais simplesmente Af) definida em
B,(0,0) pela férmula:

Af(h,k)= f(a+h,b+k)— fla+ h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b),

(onde (h, k) é um vector arbitrario de norma < r).
Pondo ¢(t) = f(a+th,b+ k) — f(a+ th,b), ter-se-4

Af(h, k) = ¢(1) — (0)

donde se obtém, por duas aplicagdes sucessivas do teorema de Lagrange (legitimas,
visto que f ¢ de classe C? em D):

Af(hk)=¢'(c1)=h g(a+ cih,b+k) — g(a+clh, b)

Ox ox
0% f
= hk@yax(a + c1h, b+ k),

com ¢y, ¢9 € [0, 1].
Pondo agora 1 (t) = f(a + h,b+tk) — f(a,b+ tk) ter-se-4, de modo andlogo:

Af(h,k) = ¥(1) = (0) = ¢'(d2)

- k[g—g(@ + b+ dok) — g—g(a,b + dok)]

2
a f (a+d1h,b+d2k)

= hk
0xdy

com dy,ds € [0, 1].
Tem-se, portanto, para [[(h,k)|| <reh#0, k #0,

0? Af(h,k 02
8ya];(a+clh,b+cgk): A )— f(a+d1h,b+d2k),

hk  0xzdy
Quando (h, k) — (0,0) os pontos (a+ c1h, b+ cak) e (a+ dih, b+ dak) tendem
ambos para (a,b); por passagem ao limite, atendendo a hipdtese de f ser de classe
C? em D, obtém-se entdo imediatamente:

o0 f o0 f
>—-(a,b) =
Oyox 0xdy

(a,b).

]

Deduz-se facilmente do teorema anterior que, no caso de f ser uma funcao
de classe CP no aberto D C R", serdo idénticas todas as derivadas que possam
obter-se derivando f, por qualquer ordem, p; vezes em ordem a x1, ps vezes em
ordem a x5, ..., p, vezes em ordem a x,, desde que seja p; +ps + -+ + p, <
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4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

p. Com efeito, a passagem de uma a outra de tais derivadas poderda sempre
ser efectuada por trocas sucessivas da ordem de duas operagoes de derivacao
consecutivas, efectuadas sobre funcoes de classe C? e relativas apenas a duas das
varidveis consideradas, intervindo nessas operacoes como se fossem constantes
todas as varidveis restantes; e é claro que essas trocas de ordem das derivadas
estao legitimadas pelo teorema anterior. Assim, por exemplo, prova-se que

orf  o'f
0x20y0z  020y0x?

(com f de classe C*), atendendo as sucessivas igualdades:
orf o* (PfN\ 9 [ 0f
0x20ydz  Ox? <3y8z> 02 (8z8y)
o[ o (of\]_ o[ o* [of
5 (o (3,)] = 2z [72e ()]
o ’fN\ 07 O*f
0202 (&Eﬁy) 020w (83/817)
o[ 0 (of\] _ o[ o* [(of
eE {5950@/ (%)} CE {8@/(% (%ﬂ
of

B 020y0x?’

Para justificar estas igualdades basta invocar o teorema (além de conven-
¢Oes Gbvias relativas & notagao das derivadas parciais).

Nao seria necessario dizer que a regra de derivagao das fungoes compostas pode
aplicar-se, alids de modo evidente, ao calculo de derivadas de ordem superior a
primeira. Para fixar as ideias num exemplo simples, consideremos a composicao
de uma fungao real y = f(x) = f(x1,z9,...,x,) de classe C» num aberto D C R",
com n fungdes x; = ¢1(t), ..., x, = gn(t), de classe CP, num intervalo aberto
I C R, tal que g1(I) x -+ X g,(I) C D.

Ter-se-4 entao, pondo ¢(t) = f(g1 (t),... ,gn(t)) (e supondo p > 2),

de "L Of dx;
dt

i—1 3% dt
e portanto,
¢ [d [(O0f da:i_'_ of d?z;
a2 dt \Oz; ) dt = Ox; dt? |’
Em geral aa—fl, ey 6‘97’; serdao ainda fungdes compostas de t por intermédio de

x1,...,%,, de modo que as suas derivadas (em ordem a t) poderdo exprimir-se

pelas férmulas:
4 (01 S~ P ds,
dt

Oxi =1 8:@61’] dt
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Pode assim concluir-se que

dQ_go_ " Of dzxi "L 9%f dx; dx
dt? = O ar  Owidxy dt dt

7]_

Para derivadas de ordem p > 2 (e supondo sempre f e gi,...,g, funcoes de
classe CP) tudo seria andlogo. Por exemplo, com p = 3, ter-se-ia

d?’_go _ “ ﬁdz)’wi 5 " 9% f Py dxj Z dx; dz; dxy
dt3 — Ox; dt3 = Ox;0x; dt* dt T axlé?x]@xk dt dt dt’
No caso particular em que as fungoes g1, ..., g, sao lineares afins, isto é, da

forma g¢;(t) = a; + th; com a;, h; € R — e com uma ligeira alteracao das notagoes
adoptadas — os resultados precedentes conduziriam imediatamente as férmulas:

o(t) = Z ggi (a + th)h;,

"(t) = i Of (@ + th)h;h;
v — 8%8% e

e em geral, supondo a fungdo f de classe CP:

®) () = _9J - h. ,
eV (t) E -0, (a+th)hi hi, ... h;

.-
i1 yiyennyip=1
Teremos oportunidade de reencontrar estas férmulas brevemente, a propdésito

da demonstracao do teorema de Taylor.

Como vimos, no caso de f ser uma funcao real definida num aberto D C R"
e diferencidvel no ponto a € D, a derivada f’'(a) é uma aplicacdo linear de R"
em R (isto é, um elemento do espaco L(R™, R)); vimos também que o valor dessa
aplicagao num vector h (tal que a + h € D), f'(a)(h), faculta uma aproximagao
da diferenca f(a+h)— f(a) que é, em certo sentido, melhor do que a que poderia
conseguir-se com qualquer outra aplicagao linear de R” em R (dado que, de acordo
com o coroldrio do teorema [£.2] § [4.2] f'(a) ¢ o tinico elemento de L(R",R) cujo
valor em h difere de f(a + h) — f(a) por um infinitésimo de ordem superior a
primeira, quando h — 0).

Embora as aproximagoes desta forma sejam amplamente suficientes para mui-
tos dos objectivos mais correntes (e tenham a grande vantagem de serem par-
ticularmente simples) hé por vezes necessidade de recorrer a fungdes de h mais
complicadas do que as lineares (fungoes quadraticas, cibicas, etc.) para aproximar
convenientemente o acréscimo f(a + h) — f(a); e é natural pensar que, para esse
efeito, convird comecar-se por definir de forma conveniente as derivadas de ordem
superior & primeira da fungao f no ponto a, f”(a), f"'(a), etc.
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4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

Comegando por f”(a), a ideia que ocorre naturalmente para defini-la
¢ a de considerar a derivada, no ponto a, da fungao f’. Mas aqui podem
seguir alguns obstédculos, talvez inesperados.

Supondo, para simplificar, que f é diferencidvel em todos os pontos de
D, f’ serd uma fungdo com o dominio D (tal como f), mas cujo contrado-
minio nao estd ja contido em R (como o da prépria funcdo f) mas sim no
espaco L(R™, R) (visto que, para cada © € D, f'(x) é um elemento deste
ultimo espago). Ora para que se pudesse definir o conceito de diferenciabi-
lidade para uma fungdo com valores em L(R™,R) seria necessério que este
espaco estivesse munido, ndo apenas da sua estrutura de espaco vectorial
(que considerdmos na pagina , mas também de algumas nocdes de ca-
récter topoldgico (e, para este efeito, o ideal seria dispormos de uma norma
sobre o espago L(R",R), fixada de modo conveniente).

Na realidade, a definicho de uma tal norma nao se reveste de qual-
quer diﬁculdadeﬂ No entanto, por esta via, tudo parece ir-se complicando
mais do que seria desejavel (principalmente se repararmos que, para defi-
nir f”(a), f*(a), etc., deveria ter-se em conta que o contradominio da
funcdo f” seria um subconjunto de L(R”,L(R",R)) (isto é, do espago
das aplicagoes lineares de R™ em L(R™ R)), o de f"” um subconjunto de
L(R",L(R”,L(R”,R))), etc.

E certo que estas dificuldades sdo mais aparentes do que reais, podendo
ser ultrapassadas directamente com relativa simplicidade. No entanto,
numa primeira abordagem do tema, serd talvez preferivel a via alternativa
que seguiremos na sequéncia. Para tornd-la mais natural convird observar
precisamente que, tal como a aplicagao linear f’'(a) assume um valor real
quanto aplicada a um vector u € R" (de acordo com a férmula f/(a)(u) =
Duf(a)), f"(a) deverd assumir um valor real se for sucessivamente aplicada
a dois vectores u,v de R" (visto que, sendo f”(a) € L(R", L(R",R)), ter-
se-d f”(a)(u) € L(R™,R) e portanto (f”(a)(u))(v) € R); e é¢ bem razoével
supor que o valor final obtido, que poderemos designar por f”(a)(u,v),
serd precisamente Dy,(Dy f)(a).

Consideremos entdo uma funcao f de classe C? no aberto D C R" ¢, sendo u =

(ug,ug, ..., uy) e v = (v1,09,...,v,) dois vectores quaisquer de R", observemos
que se tem, em qualquer ponto @ € D:

Duf(x) =V f(x) u= ‘ —(:I:)uZ

9E fécil reconhecer que, como espaco vectorial, L(R",R) é isomorfo ao préprio espago R™ (isto
é, que existe uma aplicacdo linear bijectiva ¢ : R” — L(R™,R)), o que permite «transportar»
para L(R™ R) a norma que temos vindo a considerar sobre R™ (ou qualquer das outras infinitas
normas que podem considerar-se neste espaco); e pode também provar-se que, qualquer que fosse
a aplicagdo linear bijectiva ¢ escolhida e qualquer que fosse a norma sobre R™ que se decidisse
transportar para L(R™ R) por meio de ¢, as nogoes topoldgicas resultantes neste dltimo espago
— e a prépria nogao de diferenciabilidade para fungdes f : D — L(R™,R) — seriam sempre as
mesmas. Assim, qualquer norma fixada sobre L(R™,R) serviria para o efeito visado.
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

ou, omitindo a referéncia explicita ao ponto «:

Duf = Zl 8_:clu“

ter-se-4 também, portanto:

8f u
Dy (Duf) = Z (91:] ( > Z 81:18%

Nestas condigoes, a definicdo que adoptaremos para a segunda derivada de
f no ponto a serd a seguinte: supondo f de classe C*(D), chamaremos segunda
derivada de f no ponto a € D, e designaremos pelos simbolos f”(a) ou D*f(a),
a aplicagdo de R” x R™ em R que a cada par (u,v) € R" x R" faz corresponder o
nimero real

f”<a’)(u7 U) = DQf(a)(u’ v) =

No caso particular, importante na sequéncia, de ser u = v, ter-se-a, convenci-
onando agora escrever f”(a)u? (ou D*f(a)u?) em lugar de f”(a)(u,u),

férmula a que poderemos dar a forma simbdlica:
f”(a)u2 = [(uﬂ)l + UQDQ + -+ UnDn)Qf] (a),

na qual os «produtos» D;D;, que surgirao no desenvolvimento do «quadrado» que
figura no 2° membro, deverao naturalmente ser interpretados como se sugere nas

igualdades:
A o
pDifla) = | 5 (51 )| (@ = 5o@)

De forma andloga, mas supondo agora f de classe C3, a terceira derivada de f
no ponto a, f”(a) ou D3 f(a), serd, por defini¢io, a aplicacio de R" x R™ x R"
em R que associa a cada terno (u, v, w) de vectores de R” o nimero real

" . agf
f (a)(u,v,w) E 0101 - axk( )uivjwk
. iUdg

e, se for u = v = w, ter-se-4, escrevendo agora f”'(a)u® em vez de f”(a)(u,u,u),

n 83f

" 3 _
f (a)u n 81’181‘]81%

(@)ujujuy,
i k=1
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4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

ou, simbolicamente,
f"(@)u® = [(uDy + -+ u, D)’ f|(a),

com a interpretagao 6bvia para os «produtos» D;D;Dy,.
Mais geralmente, se p for um inteiro > 1 e f uma fungao de classe C? ter-se-4,
com as adaptagoes de notagao ja evidentesm

P (a)u? = [(uDy + -+ + u,Dy) f] (@).

Por exemplo, no caso de uma funcao de trés varidveis, f(z,vy, z), ter-se-4 (de-
signando agora por (a,b,c) o ponto considerado e sendo («, 3,7) o vector u):

p! orf y
f(p)(a7b7 C)(Oé,ﬁ, ’)/)p = § l'j']{}' ax@yﬂazk (aaby C)Oé ﬁj'yk
i+j+k=p
i20,j20,k=0

Estamos agora em condi¢oes de provar o

Teorema 4.10 (Taylor). Seja D um aberto de R™, a e a + h pontos de D tais
que o segmento |a, a + h] esteja contido em D, p um inteiro positivo e f uma
fungao real de classe CP em D; entdo existe 6 € ]0, 1] tal que:

1

mf(p_l)(a)hp_l + rp(h),

fla+h) = fa)+ f(a)h + %fﬂ(a)hz R

onde r,(h) = %!f(p)(a + 6h)h?.

Demonstracdo. O processo adoptado na demonstracao é andlogo ao que usamos
para provar o teorema do valor médio. Pondo ¢(t) = a+th, as condigoes impostas
na hipétese sdo (amplamente) suficientes para que possa aplicar-se a férmula de
Taylor (com resto de Lagrange) a fungao ¢ no intervalo |0, 1], o que conduz a

(1) = (0) + ¢/(0) + 53¢ (0) -+ e V(0) + (0

(para algum 6 € 0, 1).

0Para o desenvolvimento da poténcia (3 i, u;D;)"” poderd ser ttil a chamada férmula do

polindmio de Leibniz, generalizacdo da férmula do binémio que se justifica facilmente — a partir
desta tltima — por indugéo (sobre n):

!
(z1+ 20+ +20) = Z pizflzéw,..zgn.

| ... |
p1+pattpn=p P17 P2 Pn
p120;..., Pn>0

Convém observar que a fungdo que figura no segundo membro é um polinémio homogéneo (de
grau p = p +p2+~~+pn) em 21,22,...,%n.
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

Basta agora observar que (com a = (ai,...,a,), h = (hy,...,h,) e @

(x1,...,2,) = @+ th) se tem:

O'(t) = Z gj (a +th)h; = f'(a +th)h,
i=1 v

" . a2f " 2
() =) (a+ th)hih; = f"(a + th)h?,

=1 89018%

7

etc., e portanto

S0(%1)(0) — f(pfl)(a>hp71
A(0) = 7@+ ORI,
para terminar a demonstragao.
1. Supondo h # 0, r = ||h|| e h, = 1/rh, ter-se-4 evidentemente:
f(@h=rf(a)h., ['(a)h®=r*f"(a)hi,
A férmula precedente pode portanto assumir o aspecto:
fl@a+h)=f(a+rh)

2
r
= fla) +rf'(a)h. + 5 f"(@)hi+ -
rp=1
(p—1)
No caso particular n = 1 e supondo, por exemplo, A > 0, obtém-se
imediatamente:

p
-t O @Rl P a s Orh)h

2
flasr) = fla) +rf(a)+ 5 f"(a) + -
rp=l

(p—1)!

isto é, a classica férmula de Taylor com resto de Lagrange conhecida
do cdlculo diferencial para fungoes reais de (uma) varidvel real.

vy
FED(a) + %f(p’(a +0r),

2. Nao ¢ dificil reconhecer — atendendo a que, como vimos,f®)(a)h? &
um polinémio homogéneo de grau p em hq, ..., h, e a que a funcao f
se supoe de classe CP num aberto contendo o ponto a — que o termo
complementar da férmula de Taylor,

rp(h) = ;f@) (a + 6h)h?,
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4.3. Calculo diferencial de ordem superior a primeira

(designado ainda por resto de Lagrange da mesma férmula) é um
infinitésimo com h de ordem superior a p — 1:

rp(h) N
hoo [R[PT T

e é também fAcil verificar (atendendo ainda as mesmas razdes ha pouco
invocadas) que esse termo complementar pode assumir a forma:

rolh) = pl!f(”)w)h” + o)

(resto de Peano).

3. Algumas das convencgoes de escrita que temos vindo a adoptar per-
mitiram-nos dar a «férmula de Taylor» inserta no enunciado do teo-
rema um aspecto grafico muito semelhante ao habitual no caso
n = 1 (isto é, quando se consideram apenas fungoes de uma varidvel
real). Porém, em muitas situagdes em que intervém fungoes de vé-
rias varidveis, pode haver vantagem em dar a essa férmula uma forma
mais explicita, o que alids ndo tem qualquer dificuldade se tivermos
em conta as referidas convengdes de notacao. Assim, por exemplo, é
facil reconhecer que, no caso de uma fungao de trés varidveis reais,
f(x,vy, z), suposta de classe C?> numa vizinhanca do ponto (zg, yo, 20),
a férmula poderia assumir o aspecto:

f(xayvz) :f($07y0720)

- <g£) (z — ) + <g'§) (y — yo) + (gﬁ) (2 — 20)
3|5 >0H ( ),
2 (ZE) -+ (20, 0
<2 (5, (5 )z—zof]

+ T3($ —Z0,Y —Yo,% — ZO))
sendo o termo de resto o(||(z,y,2) — (x0,Y0,20)[*) quando (z,y,z2)

x—0)(y — o)

y yo Z—ZO

tende para (xo,yo0,20) (e onde se escreveu (%)0" - (%)0 em lu-
gar de g—i(:ro,yg,zo),. . 8zf (z0,Y0,20)). Feita esta observacgdo, nao

haverd qualquer inconveniente em regressarmos as notagoes mais con-
densadas que temos vindo a utilizar.

No caso de f ser uma funcao de classe C*° — isto é, de classe CP para qualquer
p € N (caso em que se podem escrever férmulas de Taylor de ordem p, para todo
o inteiro positivo p) — e de se verificar a igualdade lim, .., r,(h) = 0, qualquer
que seja o vector h de norma suficientemente pequena, dir-se-4 que a funcao f é
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analitica no ponto a; em alguma bola centrada neste ponto f poderd entao ser
representada pela sua série de Taylor:

@)+ Fl@h-+ 5 (@R - D@k

Para fixar as ideias num exemplo muito simples, considere-se a fungao f(x,y) =
e~ Y, obviamente de classe C* em R2. Para esta funcdo a férmula de Mac-Lau-
rin — isto é, a férmula de Taylor relativa ao ponto (0,0) — poderd escrever-se
(designando agora por (z,y) o acréscimo anteriormente designado por h):

1
(r—=1)!
com ry(z,y) = ﬁf(p)(gx, 0y)(z,y)P, para algum 6 € |0, 1.

Facilmente se verifica que, para qualquer inteiro positivo p e qualquer inteiro ¢
tal que 0 <7 < p, se tem

f(z,y) = £(0,0) + f'(0,0)(z,y) + -+ FED(0,0) (2, )" + (2, y),

o f

W('x’ y) = (=1 e

e portanto:

1 |<& p! . ) .
_ P q\p—i 0 —0y i, p—i
‘T‘p(x,y)| = E i!(p—z')!( 1)P e x'y

Z ey 12T |f”| |y| _ ety 2+ 1Y)
—1)! p! ‘

Daqui imediatamente decorre que, qualquer que seja (z,y) € R?, se terd:
lim r,(z,y) =0,
P—00

o que permite afirmar que, em qualquer ponto do plano, o valor da funcao f(z,y)
coincide com a soma da sua série de Mac-Laurin:

=3 10,0y
p=0""

(aceitando a convengao natural: f°(0,0)(z,y)? = f(0,0)).
Como, para qualquer inteiro positivo p,

a ! o
f(0,0)(z, y)" = Z 0 p_ z)vaxzagp -(0,0)z"y




4.4. Teoremas das fungoes implicitas e da fungao inversa

1

o (@ — y)P serd verificada,

poderd ainda concluir-se que a igualdade e*~¥ = 3

qualquer que seja o par (z,y) de nimeros reais.
Nao serd necessério dizer que, se o objectivo fosse apenas obter este resultado,

teria sido bastante mais simples aproveitar os conhecimentos relativos a série de

Mac-Laurin da funcao exponencial e” e substituir nessa série x por x — .

4.4 Teoremas das fun¢des implicitas e da funcao inversa

Para dar uma ideia da natureza dos problemas que iremos estudar neste pardgrafo
(sob a designacao tradicional, embora algo imprépria, de «fungdes implicitas»)
consideremos em primeiro lugar uma fungdo de duas varidveis, para concretizar
F(z,y) = 2* — %, e um ponto (a,b) tal que F(a,b) = 0. E facil reconhecer que,
se for a # 0, existird um rectangulo I x J centrado no ponto (a,b) no qual a
equagdo F(x,y) = 0 poderd ser univocamente resolvida em ordem a y, ficando
assim determinada uma fungao y = f(z) tal que, para (z,y) € I x J as condigoes
F(z,y) =0 ey = f(z) sejam equivalentes (no nosso caso ter-se-a4 precisamente
flx)=2% seforb>0, e f(x) =—2* se b<0).

y 3

4

Figura 4.5

Exprimindo a mesma ideia de outro modo: sendo a # 0, existirdo nimeros
positivos a e [ tais que a cada x € |a — a, a + «f corresponda um e um sé
y € b — 0, b+ B[ por forma que se verifique a igualdade F(z,y) = 0. Pelo
contrario, se for a = 0 (caso em que terd de ser também b = 0 para que se tenha
F(a,b) = 0) a situagao serd diferente: quaisquer que sejam os nimeros positivos
« e (3 haverd sempre valores de z no intervalo |—«, o[ para cada um dos quais
a equagao F(x,y) = 0 ndo determinard univocamente um valor de y em |-/, ([.
Veremos adiante que este facto estd relacionado com o anulamento da derivada
parcial %—5 no ponto (0,0).

Outro exemplo que poders ser ttil é o da funcdo definida pela expressao z? +
y*> — 1 (que designaremos de novo por F(x,y)). Reconhece-se facilmente que a

d

qualquer ponto (a,b) tal que F(a,b) =0 e 8—5(@, b) # 0 (isto é, a qualquer ponto
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Capitulo 4. Cadlculo diferencial

da circunferéncia de raio 1 centrada na origem, com excepcao de (—1,0) e (1,0))
hé possibilidade de associar um rectangulo I x J, centrado em (a,b), por forma
que a cada x € I corresponda um e um sé y € J tal que a igualdade F(z,y) =0
seja verificada; para qualquer dos pontos (—1,0) e (1,0) (nos quais a derivada %—5
se anula) é claro que essa possibilidade nao existe.

T
NV

Figura 4.6

No teorema seguinte, que é uma forma ainda bastante particular do chamado
teorema das fungoes implicitas, registam-se condigoes suficientes para que uma
equagao da forma F(z,y) = 0 permita definir (localmente) uma funcao y = f(z)
e, sob hipoteses convenientes a respeito de F', deduzem-se algumas propriedades
da funcao f e indicam-se processos de cdlculo das suas derivadas.

Teorema 4.11. Seja D um aberto de R?, (a,b) € D, F € C(D), F(a,b) =0 e

%(a,b) # 0; entao:

1. existem o« > 0 e 3 > 0 tais que a cada x € I = la — «, a + af corresponde
um e um s6 y, € J = b — 3, b+ B[ por forma que se tenha F(x,y,) = 0;

2. pondo f(x) =y, para cada x € I, a fungdo f € de classe C' e tem-se, para
qualquer x € I,

Demonstracao. Pode evidentemente supor-se %—Z(a, b) > 0 (tudo seria anédlogo no

caso %—g(a,b) < 0). Sendo F de classe C', existird 3 > 0 tal que %(m,y) >0
sempre que se tenha (z,y) € I* x J*, onde I* = [a — (B, a+ (] e J* = [b—
B, b+ []. Segue-se que, se atribuirmos a z um valor qualquer no intervalo I*, a
fungao (de y) F(x,y) serd estritamente crescente no intervalo J* (visto que a sua
derivada é positiva em todos os pontos desse intervalo); é o que terd de passar-se,
em particular, com a fungao F(a,y), donde — atendendo a que F(a,b) = 0 —

imediatamente decorrem as desigualdades:
F(a,b— () <0, F(a,b+ 3) > 0.

A continuidade da funcao F' permite agora reconhecer a existéncia de um
ntimero a > 0 (que pode evidentemente supor-se < [3) tal que, para cada z € [ =
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Ja — a, a+ «f, se tenha
Flz,b—p) <0,  F(z,b+5) > 0.

Destas desigualdades e do facto de a fungao (de y) F(x,y) ser estritamente cres-
cente e continua em J* para qualquer z fixado em I (visto que I C I*), segue-se
que para cada x € [ existird um e um sé y, € J = |b—0, b+ [ tal que F(x,y,) =0
(o que termina a primeira parte da demonstracao).

Ponhamos entdo f(z) = y., para cada = € I; antes de provar que a fungao f é
da classe C! convém ver que é continua em todos os pontos de I. A continuidade
no ponto a é quase evidente: com efeito, o resultado que acabdmos de obter (para
além de ter possibilitado a definigdo da prépria fungao f) evidencia que para
qualquer x tal que |x —a| < « (isto é, para qualquer = € I) se tem |f(z) — f(a)] <
B ou seja f(x) € J); assim, se for dado um ndmero positivo § (que podemos
evidentemente supor < (3) bastard repetir o raciocinio precedente (agora com § no
lugar de (3) para concluir que existe € > 0 (que poderd supor-se < «) tal que se
tenha |f(x) — f(a)| < 0 sempre que seja |x — a| < € (isto é, para se reconhecer a
continuidade de f no ponto a).

Agora, se o’ for outro ponto qualquer do intervalo I e v/ = f(a’) ter-se-4
F(a,0)=0¢ %—5((1’, b') > 0 (atendendo & defini¢ao da funcdo f e ao facto de se ter
I'xJ C I*x J*); poder-se-ia portanto — recomecando a demonstragao da primeira
parte, agora com (a’,b") no lugar de (a,b) — garantir a existéncia de nimeros
positivos o/, ' (podendo evidentemente supor-se I’ = |a’ — o/, o' + /[ C I), tais
que a cada x € I’ correspondesse um e um s6 4, = g(z) € J' =0 — 5,0 + |
por forma que F (x, g(:p)) = 0. Mas entdo a unicidade da fun¢ao f anteriormente
assegurada permitiria reconhecer que g seria necessariamente a restrigdo de f ao
intervalo I’ e, da mesma forma que se provara a continuidade de f no ponto a,
provar-se-ia agora a continuidade de g no ponto «’, isto é, a continuidade de f
neste mesmo ponto.

Trataremos agora de mostrar que, para qualquer x € I, se tem:

(@ f@)
Gy (@, f())’

alids, por um argumento andlogo ao que usamos para provar a continuidade de f,
também aqui bastard provar que se verifica a igualdade:
f/( ) %_i(a7 b)

a) = —s5——=.

0 (4,b)

Para qualquer h tal que a + h € I ponhamos f(a + h) — f(a) = k (é claro
que, sempre que h tender para 0 ter-se-4 também k — 0, dada a continuidade
de f). Como, por hipdtese, F' é uma funcao de classe C! e portanto diferencidvel,
ter-se-a:

f'(x) =

Fla+h,b+k)— F(a,b) = h(g—F(a, b) + k(g—F(a, b) + o(h,k)Vh? + k2,
€ Y
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onde ¢(h, k) tende para zero se ||(h, k)| = v h? + k? tender para zero (e portanto
também se h — 0, visto que h — 0 implica v'h? 4+ k* — 0). Tendo em conta que
F(a,b) =0eque Fla+h,b+k)=F(a+h, fla)+k)=F(a+h,fla+h)) =0,
conclui-se facilmente que, para h # 0, deverd ter-se:

ko %ab) (b k)

he o golab)  hgi(ab)

Vh? + k2,

ou

h &(a,b)  Gi(a,b) h

E_ @) o) ) <k>
+ 5w

Se |h| for suficientemente pequeno, serd certamente verificada a desigualdade

h, k 1
ot 1
a_y(a7b>
e portanto também
k| |%(a,b)| 1 2 |2 (a,b)| 1 k
o fent L) e ).

0 que permite reconhecer que para |h| pequeno (e nao nulo), % ¢ limitado. Da

ultima das igualdades precedentes deduz-se entao que, quando h — 0, existe o

limite de % = w e que esse limite é precisamente

Como ja referimos, este resultado permite concluir que, para qualquer x € I,

se tera:
G (2, f(@))
G, f ()

Por sua vez esta igualdade — atendendo a que F é uma funcao de classe C' e
a que f é continua — mostra que a fungao f’ é continua, isto é, que f é da classe
C! no intervalo I. O

f'(x) =

Antes de registar outras versoes mais gerais do teorema das fungoes implicitas
convém fazer algumas observagoes:

Em primeiro lugar pode notar-se que, depois de assegurada a diferenciabili-
dade da funcdo y = f(x) definida pela equacao F(x,y) = 0 nas condigoes indica-
das no Teorema [£.11] a expressdo da sua derivada, registada no final do enunci-
ado desse teorema, pode obter-se facilmente por derivagao, a partir da igualdade
F (:L‘, f (ZL‘)) = (; uma observacao andloga podera ser feita a propédsito das férmulas,
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4.4. Teoremas das fungoes implicitas e da fungao inversa

relativas a derivadas de fungoes definidas implicitamente, insertas nos enunciados
dos restantes teoremas desta seccao.

Deve observar-se também que o nao anulamento da derivada %—5 no ponto (a, b)
nao é condi¢do necessdria para a existéncia de uma funcao y = f(x) univocamente
definida, nalguma vizinhanca deste pontoE, pela equacao F(z,y) = 0. Por exem-
plo, sendo F(z,y) = z — y3, tem-se %—5(0,0) = 0, embora a equacao defina —
até globalmente, em todo o conjunto R — a fungao y = /= (pode notar-se que
esta fungao nao é diferencidvel no ponto 0, mas basta considerar o caso da fungao
F(x,y) = 2® — y® para se reconhecer que o anulamento de %—Z(O, 0) ndo é incompa-
tivel com o facto de a funcdo definida pela equagao F'(x,y) = 0 ser diferencidvel
no ponto considerado).

Uma outra observacao, decerto 6bvia para o leitor: se, no enunciado do Te-
orema [4.11, a hipdtese %—5(@,1)) # 0 fosse substituida por g—i(a, b) # 0, o que
poderia concluir-se era a possibilidade de definir univocamente, numa vizinhanca
conveniente do ponto (a,b), uma fungao z = g(y), de classe C', para a qual se

teria (em qualquer ponto y suficientemente préximo de b):

) — EAUOK)
I L (9v),y)

Consideremos agora, a titulo de exemplo, a fungdo F'(z,y) = =¥ — y*,
definida no 1° quadrante aberto e comecemos por procurar os pontos (a,b)
(situados nesse quadrante) que sao solucoes da equacdo F(z,y) = 0.

E evidente que todos os pontos da forma (a,a) — com a > 0 — sa-
tisfazem essa condigdo; mas é fécil ver que hd outras solugbes. Para tal
observemos que a igualdade F'(z,y) = 0 é equivalente a

logz  logy

z Y

e que, enquanto para qualquer z € |0, 1] U {e} ndo hd nenhum y # = que
verifique essa igualdade, ja para cada x € |1, e[ U Je, +o0o[ existe um e um
s6 y distinto de = (que poderemos designar por h(zx)) tal que

logh(z) logx
h(z) =

ou, o que é o mesmo, 2" = (h(z))” (cf. Fig. .

Assim, a igualdade ¥ = y* (com z,y > 0) é verificada sse for y = x
(com z > 0) ou y = h(z) (para z € |1, +oo[\{e}).

Na Figura esbogam-se os graficos dessas fungoes e embora o esbogo
seja pouco cuidado, chega para sugerir que a equagao F'(x,y) = 0 definird
certamente, numa vizinhanca suficientemente pequena de qualquer ponto da

Recorde-se que se chama, vizinhanca de um ponto ¢ € R™ a qualquer subconjunto de R™
que contenha uma bola centrada em c.
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Figura 4.7

forma (a,a) — com a > 0 e a # e — uma fungao univocamente determinada
(precisamente a funcdo y = x) e numa vizinhanga suficientemente pequena
de qualquer ponto (a,h(a)) uma outra funcdo (precisamente y = h(z))
também determinada de forma tnica.

A
4l Lo
.
Vi y = h(z)
| :777L7774 7777777777777777777
1 e
Figura 4.8

Para o ponto (e, e) é ébvio que ndo serd possivel determinar uma vi-
zinhanca na qual a equagdo em causa defina univocamente uma fungao
y = f(z) (ou x = g(y)), facto que (atendendo ao Teorema [4.11]) implica o

anulamento nesse ponto da derivada %—5 (e da derivada %—f). E facil verifi-

car que, de facto, %—5(6, e)=0 (e %—i(e, e) = 0) e também que, em qualquer

ponto (a,b) # (e, e) e tal que F(a,b) =0, as derivadas parciais da funcao F
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se nao anulam; assim, a possibilidade de definir univocamente y como fun-
¢do de x (ou = como fungado de y) numa vizinhanga de tais pontos estaria
de facto assegurada, nos termos do teorema das fungoes implicitas.

Se pretendermos determinar uma equacdo da tangente ao grafico da
fungdo h num ponto do seu dominio, por exemplo no ponto 2, onde a
funcdo assume o valor 4, bastard derivar ambos os membros da igualdade
¥ —y* =0 em ordem a x — supondo y = h(z) — o que conduz a

€T

Yy logx + y:cy_l —zy _ly’ —y¥logy =0,

donde decorre imediatamente:

4(1 — log 2
W) = 1(21<;g 2)‘
g

Uma equacao da tangente serd entao:

4(1 — log 2)

=4
* 1—2log2

(x —2).
Por um processo inteiramente andlogo ao que usdmos na demonstragao do

Teorema [4.11] obter-se-ia a seguinte versao algo mais geral do teorema das fungoes
implicitas:

Teorema 4.12. Seja D um aberto de R"™, (a,b) = (ay,...,a,,b) € D, F €
CY(D), F(a,b) =0 e %—l;(a,,b) # 0; entdo:

1. existem o > 0 e [ > 0 tais que a cada * = (r1,...,2,) € [ =
lag — a, a1 + a] X -+ X |a, — a, a, + af corresponde um e um $6 Yy, €

J =1b— 0, b+ B[ por forma que se tenha F(x,ys) = F(x1,...,Tn,Ye) = 0;

2. pondo f(x) = f(xy,...,2n) = Yz para cada x € I, a funcio f € de classe C*

e tem-se, para cada x € I e cadai € {1,...,n}:
8f (I " ) g_f;(xlv"wxn?f(m))
e 1,...7 n —_ — .
Oz; %—5($1,~--7$n7f(93))

A demonstracao da parte 1. é praticamente idéntica & do Teorema [4.11} para
o restante, nao ha mais que considerar separadamente cada uma das varidveis
x1,...,T,, encarando as restantes varidveis como constantes.

Se, nos enunciados dos Teoremas e [4.12] substitufssemos a hipGtese F' €
CY(D) por F € CP(D), com p inteiro maior do que 1 ou p = oo (conservando todas
as restantes hipéteses), poderfamos concluir que seria também f € CP(I) (e nao
apenas f € C'(I)); é o que se verifica sem dificuldade se se tiverem em conta as
férmulas relativas as derivadas da fungdo f que figuram no final dos enunciados
dos referidos teoremas.
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Como exemplo, determinemos o polinémio de Mac-Laurin de 2% ordem
da fungéo z = f(x,y) definida — numa vizinhanga do ponto (0,0,0) — pela

equagao:
F(z,y,2z) =xz—y+senz =0.
Ter-se-4:
oF 0z 0z
9 :z+x%+cosz% =0,
oF 0z 0z
By :xa—y—l—i-cosza—y =0,
82—F = 2% —l—x% —senz (62>2 —|—COSZ% =0
Ox? Ox Ox? 0 Ox? ’
0’F 0z 0%z 0z 0z 0%z
920y = c‘Ty x&xay — senz%a—y —i—coszaxay =
2F 9%z 0z\? 0?2
a—yQ = xa—yz —sen z (83/) +COSZ8T/2 =0,
donde imediatamente decorre que o polinémio de Mac-Laurin em causa é
Yy—ry.

Na formulagdo mais geral do teorema das fungoes implicitas que estudare-
mos na sequéncia tratar-se-4 de determinar condigdes para que um sistema de m
equacgoes da forma:

Fi(zy,...,%n,91,- -, Ym) =0

Fo(zy, .o Tn, Y1y oy Ym) =0,

onde Fi, ..., F,, sao funcoes definidas num aberto D de R™*™, possa ser resolvido
em ordem as m variaveis yi, . . ., Ym, por forma que cada uma destas fique expressa
(localmente) como funcao das restantes varidveis, x1, ..., Z,.

Antes de iniciar o estudo desse problema convira fazer uma breve referéncia ao
caso particular em que as fungoes Fi, ..., F}, sdo lineares, assumindo o sistema a
forma:

anxi+ -+ aTy + by + -+ by, =0

Am1T1 + -+ CppTp + bmlyl + -+ bmmym =0.

E sabido que, neste caso, as varidveis v, ..., Y, podem exprimir-se, de forma
unica, como fungoes de x1, ..., z, sse for diferente de zero o determinantdﬂ

bin o+ bim

bml bmm

1280bre o conceito e propriedades dos determinantes e sobre a resolucdo de sistemas de equa-
coes lineares podera consultar-se Algebra Linear como Introducdo o Matemdtica Aplicada, Luis
T. Magalhées, Texto Editora, ou Introducio & Algebra Linear e Geometria Analitica, F. Dias
Agudo, Escolar Editora.
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Assim, atendendo a que, na hipétese de as fungoes F' serem lineares:
Fi(r1, o T, Y1, - Ym) = @iy + -+ GinTn + biayn + - i Y,

se tem b;; = a—F (i,7 € {1,...,m}) (e tendo em conta que, no caso geral, as
fungoes F; — se forem suﬁmenternente «regulares» — poderao ser localmente
aproximadas por fungoes lineares) é-se naturalmente conduzido a conjecturar que
o nao anulamento do determinante

0F 0F,
8y1 aym
.............. 5
O0Fm OFm,
3y1 aym

serd uma hipétese significativa, quando se pretenda garantir, em termos locais, a
resolubilidade do sistema em relagdo as variaveis yi, ..., Ym.

O determinante em causa, a que usualmente se chama jacobiano das fungoes
Fy, ..., F, em relacao as variaveis yi, ..., Ym, costuma ser designado pelo stmbolo
H Quanto & conjectura hé pouco referida (relativa ao papel desempenhado
pela hipdtese de nao anulamento do jacobiano na resolugao do problema que temos
vindo a considerar) teremos oportunidade de vé-la confirmada no enunciado do
Teorema [4.14]

No entanto, antes de analisar a situagdo geral considerada nesse teorema,podera
ser conveniente encarar o caso particular a que se refere o

Teorema 4.13. Seja D um aberto de R”*Q (a,b,c) = (a1, as,...,a,,b,c) € D,
F.G e CYD), F(a,b,c) = G(a,b,c) =0 e 2 G)( b,c) # 0; nestas condicoes:

1. Eziste um intervalo aberto I (de R™, centrado no ponto a) e um intervalo
aberto J (de R?, centrado em (b,c)) tais que a cada * = (x1,...,3,) € I
corresponde um e s6 um par (Yo, 2z) € J por forma que se verifiquem as
tqualdades:

F(ma Ye, Za:) = 07 G(m7yw7 Zil:) = 0.

2. Pondo f(x) = yz € g(®) = 2z, qualquer que seja © € I, as funcgies f
e g sio de classe C' e tem-se, para cada i € {1,...,n} e em cada ponto

(a:,f(a:),g(:c)) el xJ,

8f( )= _i@(F,G) 89( )= _i@(F,G)
ox; = j&(x,;,z)’ Ox; B jﬁ(ywrl)’
onde {
7RG |5 %
oy.2) |5 |
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Demonstracdo. E muito simples a ideia da demonstracio que vamos fazer (usando
um método que poderia chamar-se «de substituigdo»): trata-se essencialmente de
resolver uma das equagdes — digamos F'(x,y,z) = 0 — em ordem a uma das
«incdgnitas» — digamos z — substituindo depois o resultado obtido, z = f*(x, y)
na outra equacao, G( , z) = 0, o que conduz a uma nova equagao s6 com x
ey, Hz,y) = G(z,y, f*(z,y)) = 0. Designando por y = f(x) a solucdo desta
equacao e pondo z = g( ) f*( f(x )), as fungoes f e g constituirao a solugao
do sistema.

Em termos precisos: o ndo anulamento do jacobiano no ponto (a, b, ¢) implica
que alguma das derivadas %—5, %—’: serd diferente de zero nesse ponto (de contrério
seriam nulos os elementos da primeira linha do jacobiano e este nao seria diferente
de zero). Supondo, por exemplo, %—f(a, b, c) # 0 poderd deduzir-se, nos termos do
Teorema [£.12] e atendendo as restantes hipéteses do Teorema [£.13] que existem
dois intervalos abertos, I’ (de R"*!, centrado em (a,b)) e J' (de R, centrado no
ponto ¢) tais que a cada par (z,y) € I’ corresponda um e um sé ponto zg, € J’
por forma que seja verificada a igualdade F(x,y, 24,) = 0.

E 6bvio que zqp = ¢ e também que, pondo f*(x,y) = 2g, ©

H(z,y) = G(x,y, [*(z,y)),

(para cada par (x,y) € I') se terd H(a,b) = 0; e é também evidente que o par
(y, z) serd solucao do sistema F(x,y,z) = 0,G(x,y,z) = 0 — com (x,y) € I' e
z € J —sse for z = f*(x,y) e H(x,y) = 0.

Decorre ainda do Teorema que a funcao f* é de classe C' e que se verifica
a igualdade:

* OF

af 8y
- 8F :

ay Bz

Nestas condicoes, ter-se-a:

OH 0G n oGof* 1 0(F,QG)

dy Oy 0z Oy 98 0(y,z)’
o que evidencia que a—H( ,b) # 0, permitindo-nos portanto, por novo recurso ao
Teorema , concluir que existe um intervalo aberto I (de R", centrado em a), e
um intervalo aberto J” (de R, centrado em b), tais que a cada @ € I corresponde
um e um 86 y,, € J” por forma que H(x,y,) = 0.

Pode naturalmente supor-se que os intervalos I e J” sao tais que I x J" C I'.
Nestas condigoes, pondo J = J" X J'| zp = f*(@,Yz), [(X) = Yo, 9(T) = 2g,
reconhece-se imediatamente que os intervalos I e J e as fungoes f e g satisfazem as
condigoes referidas no enunciado do teorema, faltando apenas verificar as férmulas
relativas as derivadas parciais dessas funcoes.

Para esse efeito, derivem-se em ordem a x; ambos os membros de cada uma
das equagoes

F(ml,...,xn,f(m),g(m)) =0 e G(xl,...,mn,f(:v),g(m)) =0,
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o que conduz ao sistema:

8F+8F8f +8F89

axz ay axz 0z axz

oG 0G 8f 0G (99
o

&rz oy 8;1:1 0z 8@

0

Bastard resolver este sistema pela regra de Cramer (considerando como incég-

nitas % e 89 ) para se obterem as férmulas referidas no final do enunciado do
teorema. O

A titulo de exemplo, verifiquemos se o sistema

F(z,y,u,v) =e*+xzcosv =10
G(z,y,u,v) = e +ysenv —1=0

define univocamente, nalguma vizinhanga do ponto (—1,1,0,0),
1° x e y como funcgoes de u e v;

2° u e v como fungdes de z e y.

o . . AFG)
No primeiro caso, como o jacobiano oy 2 sen 2v se anula no ponto

considerado, o Teorema nao é aphcavel Basta, porém, resolver em
ordem a y a equagao G(z,y,u,v) = 0 para se reconhecer que nao poderd
existir uma vizinhanga do ponto (0,0) tal que a cada par (u,v) pertencente
a essa vizinhanga corresponda um par (x,y) por forma que essa equagao
seja verificada.

Para analisar a possiblidade de considerar definidas pelo sistema dado
as varidveis u e v como fungbes de x e y, nalguma vizinhanga do ponto
(—1,1,0,0), interessa considerar o Jacoblano a que assume nesse ponto
o valor 1; desta vez, portanto a conclusao seria aérmatlva

Supondo u = f(x,y), v = g(z,y) — com o par (z,y) «préximo» de
(—1,1) e o par (u,v) «préximo» de (0,0) — se pretendéssemos determinar
os planos tangenteﬁ as superficies de equagoes u = f(x,y) e v = g(x,y) n

13Supondo ¢(x,y) diferencidvel no ponto (x¢,yo), a equacio do plano tangente & superficie de
equagdo z = ¢(x,y) no ponto (zo,Yo, 20) (onde zo = ¢(z0,y0)) ¢

0 0
z=z0+ afi(xo,yo)(w —x0) + afj(fco,yo)(y — o).

Mais geralmente, sendo f : D — R (com D C R"™) uma fungdo diferencidvel no ponto
a=(ay,...,a,), uma equacao do “hiperplano” tangente & “hipersuperficie” y = f(«) no ponto

(a1,...,an, f(a)) é:

Y= Slane ) (@)= )+ (@)~ an)

ou, usando notacgao mais condensada:

y=f(a)+ f'(a)(z - a).
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ponto (—1,1,0), bastaria derivar ambos os membros de cada uma das equa-
coes F(x,y,u,v) =0, G(z,y,u,v) = 0 em ordem a x e também em ordem
a y (considerando u e v como fungoes de x e y) e resolver os dois sistemas
obtidos em relacao as «incégnitas» g—z, % e %’ % (depois de substituir as
varidveis x, y, u, v pelas coordenadas correspondentes do ponto (—1, 1,0,0)).
Obter-se-iam assim os sistemas:

u ou ov __ ulu v __

{e 5, tcosv—wsenvg: =0 {e Gy —rsenvg, = 0
u Ou v __ u Ou v __
e's, Tycosvg: =0, €5y +senv+ycosv—8y =0

e portanto, no ponto considerado:

ol ou _
{U+] 0 {y 0
o 9 9 ol
gu 4 guv — ), Ju 4 Jv _

Segue-se que as equagoes dos planos tangentes sdo, respectivamente,
u=—x—1 e v=x+1

Enunciaremos agora o teorema das fung¢oes implicitas, na forma mais geral
aqui considerada.

Teorema 4.14. Seja D um aberto de R™", (a,b) = (ay,...,an,b1,...,by) um
ponto de D e, para cada j € {1,...,m}, Fj(x,y) = Fj(x1,...,Tn, Y1, -, Ym) UMa
fungdo definida e de classe C* em D; suponham-se ainda verificadas as condigoes:

Fi(a,b)=0 (je{l,....,m})

O(F,. ... Fy)
D gm) D70

Entao:

1. existe um intervalo aberto I (de R", centrado em a) e um intervalo aberto
J (de R™, centrado em b) tais que a cada x € I corresponde um e sé um

Yo = Y1z, - - - s Yma) € J por forma que Fj(x,y,) =0 (para j=1,...,m);

2. pondo fi(T) = Yig, - - -, fm(T) = Yma, as funcées fi,..., fm sdo de classe C*
em I e tem-se, parai € {1,....,n} eje{l,...,m}:

B(Fl,F%nme)

afj _ O(Y1sesYj— 1% Y1 Ym)
axz a(F17F27-~~7Fm)
O(Y1,Y2;5-+Ym)

Demonstracao. A demonstragao pode fazer-se por indugao (sobre m): assegurada
a veracidade da proposi¢ido no caso m = 1 (pelo Teorema [4.12)), admita-se, como
hipétese de indugdo, a sua validade quando se considerem sistemas de m — 1
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4.4. Teoremas das fungoes implicitas e da fungao inversa

equagoes em m — 1 «incégnitas» (qualquer que seja o ntimero de varidveis inde-
pendentes) e comecemos por observar que, sendo diferente de zero no ponto (a, b)
o jacobiano

on ... 0B
Byl aym
OFm . OFm
8y1 8ym

sé-lo-4 também pelo menos um dos determinantes de ordem m — 1 que podem
obter-se suprimindo-lhe a tltima linha e uma das suas colunaﬁ. Assim, alterando,
se necessario, a ordenacao das colunas do determinante 7, podemos supor que é
diferente de zero em (a, b) o determinante

om .. _oF
ayl aymf 1

T =
OF,, O0Fm 1

ayl aymf 1

Utilizando a hipdtese de indugao reconhece-se entao a existéncia de intervalos

I' (de R™"! centrado no ponto (ai,...,a,,by)) ¢ J' de (de R™™1 centrado em

(b1,...,bn_1)) tais que a cada vector (&, y,) = (T1,...,Zn,Ym) € I’ corresponda

um e um s6 ¥y = (yy,...,y,,_1) € J' por forma que se tenha (para cada j €
{1,...,m—1}):

F}(wvyiw'wy;nfhym) = 0. (41>

Ponhamos entao:

@ ym) = fi (@t ym) =y, (Ge{l,...,m—1})

e ainda

H(x,ym) = Fm(“’a (@ ym), - -, f;—l(w7ym)vym)‘ (4.2)

Se verificarmos que %(a, b)) # 0, o Teorema |4.12| permitird reconhecer que

a equacao H(x,y,) = 0 poderd ser resolvida (localmente) em ordem a y,,, donde
decorrerao facilmente os resultados que pretendemos provar. Para tal derivemos
em ordem a y,, as m — 1 equagoes( tendo em conta que y; = f7(x, ym), para
j=1,...,m—1) e ainda a equacao (4.2)

Obteremos o sistema:

( m—1

OF, 0f;  OF, _ | _
Zaykaym 8ym =0 (Je{l,...,m 1})

— + =0.
oYk OYm  OYm  OYm

Z@F off O0H OF,

\ k=1

14 Recorde-se que, de acordo com um Teorema de Laplace, o determinante 7 é igual & soma
dos produtos que se obtém multiplicando cada um dos elementos da sua iltima linha pelos
respectivos complementos algébricos; e também que, a menos do sinal, estes complementos
algébricos sdo precisamente os determinantes de ordem m — 1 acima mencionados.
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8 *
A resolugao deste sistema (considerando como incégnitas af Lo, g;'“l e aaTH),
conduz imediatamente & igualdade:
OH J
Y T
donde decorre o nao anulamento da derlvada . que pretendfamos verificar.

Assim, pode garantir-se que existe um 1ntervalo I (de R™, centrado no ponto a)
e um intervalo J” (de R, centrado em b) por forma que a cada x € I corresponda
um 4inico Y, € J” de modo que se verifique a igualdade H(, Ymz) = 0.

E claro que podemos supor I x J” C I'; nestas condicdes, pondo J = J' x J” e,
para cada @ € I, f(T) = yma © fj(x) = f} (:I;, fm(:c)), paraj=1,...,m—1, vé-se
imediatamente que os intervalos I e J e as fungoes f1, ..., f,, satisfazem todas as
condicoes mencionadas no enunciado do teorema, faltando apenas, para terminar
a demonstracao, verificar as férmulas relativas as derivadas destas fungoes. Para
este efeito bastard derivar em ordem a z; ambos os membros de cada uma das
equagoes do sistema dado, o que conduz ao sistema:

o8, | OF0h |, 0800
ox; Oy, Ox; Oy O

=0  (Ge{l,....m}

d
e resolver este sistema considerando como incégnitas as derivadas 6f

Alids, como ja foi observado, as férmulas assim obtidas, para além de eviden-
clarem que, nas condi¢des da hipdtese do teorema, as fungdes f; sdo de classe C?,
permitem também reconhecer que estas fungoes seriam de classe CP (com p inteiro
> 1 ou p = 00) se 0 mesmo se passasse com as funcoes F. ]

Uma aplicacao simples do teorema das func¢oes implicitas permite obter outro
teorema importante, habitualmente designado por teorema da funcao inversaE.
Preparando o enunciado desse teorema comegaremos por recordar algumas defini-
¢oes e resultados muito correntes, que convém ter presentes no que vai seguir-se.

Como é bem sabido, sendo A e B dois conjuntos quaisquer e f uma aplicacao
injectiva (ou, como também se diz, invertivel) de A em B, a inversa de f é a
aplicagao f~' : f(A) — A tal que, para qualquer * € A e qualquer y € f(A),
fHy) =z sse f(z) =y.

Segundo um resultado bem conhecido da teoria das fungoes reais de varidavel
real, uma fungdo continua f : I — R (onde I é um intervalo de R) é injectiva sse
for estritamente mondtona; em tal caso o seu contradominio é um intervalo J e a
inversa f~!: J — [ é também continua (e estritamente monétona). Suponhamos
agora que o intervalo I é aberto e que a funcdao f é de classe C!: entdo, para que
f seja invertivel e f~! seja também de classe C! é necessdrio e suficiente que seja

15Tal possibilidade de aplicacdo do teorema das funcoes implicitas é praticamente evidente:
basta notar que (em termos pouco precisos) inverter uma fungdo f equivale a resolver em ordem
a z aequacdo y — f(z) = 0.
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verificada a condi¢ao f'(z) # 0 qualquer que seja x € I; nesta hip6tese ter-se-4,
como ¢ sabido (designando agora por g a inversa de f):

para cada x € I.

Convém agora notar que, em certos casos em que a fungao f : I — R nao é
injectiva (nem, portanto, «globalmente» invertivel, isto é, invertivel na acep¢ao
anteriormente considerada), pode ter interesse analisar a possibilidade de inverter
a restricao de f a alguma vizinhanga de um ou outro ponto particular do seu do-
minio; e, quando tal inversao «local» é possivel, interessa frequentemente estudar
certas propriedades das inversas locais que assim podem obter-se. Por exemplo,
se f: I — R for uma fungao de classe CP nalguma vizinhanga de certo ponto a,
é facil ver que a condigdo f'(a) # 0 garante a existéncia de uma vizinhanga U do
ponto a tal que a restricdo de f a U seja invertivel e que f~! seja também uma
funcao de classe CP.

Exprime-se no enunciado do Teorema uma extensao destes resultados ao
quadro das fungoes definidas em abertos de R™ e com valores neste mesmo espaco.

Como era de esperar, nessa extensao desempenha também um papel fundamen-
tal o comportamento da derivada no ponto considerado; porém, no cason > 1, a
condigao a impor para garantir a invertibilidade local de f (além das propriedades
desejaveis de f~!) ndo serd ja o nao anulamentoﬁ da derivada f’(a), mas sim
que esta aplicacdo linear de R” em si mesmo seja ela propria invertivel. Ora para
este efeito o que interessa (0 que é necessdrio e suficiente) é que se nao anule o
jacobiano correspondente.

Antes de enunciar o teorema da aplicagdo inversa convém introduzir a defini¢ao
seguinte: sendo p um inteiro > 1 ou p = 0o, A e B dois conjuntos abertos de R™ e
f A — B uma aplicacao bijectiva, diz-se que f é um difeomorfismo de classe C?
sse tanto f como f~! forem fungdes de classe C? (por exemplo, a fungao f(z) = 3,
suposta definida num aberto A de R é um difeomorfismo de classe C*> sse 0 ¢ A
e nio ¢ sequer um difeomorfismo de classe C! se 0 € A). Convém recordar ainda
que, sendo a um ponto qualquer de R", é costume chamar wvizinhanca de a a
qualquer subconjunto de R™ que contenha uma bola centrada no ponto a.

Teorema 4.15 (Teorema da funcao inversa). Seja D um aberto de R™, f :
D — R™ uma funcdo de classe C* definida pelo sistema:

= fi(zr,...,2n)

Yn = fn(xla cee 7xn)

16Observe-se que até no caso particular de a funcdo f ser ela prépria uma aplicacio linear
de R™ em si mesmo (caso em que, qualquer que seja a € R™, f'(a) = f) a condi¢io f # 0 é
claramente insuficiente para garantir a invertibilidade de f (excepto se for n = 1).
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(abreviadamente y = f(x)). Seja ainda a = (ay,...,a,) um ponto de D, b =
(b1,...,b,) = f(a) e suponha-se que

a(fla'-->fn)

My, o) W7

(isto €, que a derivada f'(a) €é uma aplicagcdo bijectiva de R™ sobre si mesmo).

Nestas condicoes existe uma vizinhancga aberta U do ponto a tal que a restricdo
de f a U é um difeomorfismo de classe C' e, designando por g a inversa de fu,
tem-se, em qualquer ponto x € U,

g (f@) = (f(=))

-1

Demonstracdo. Pondo

Fi(zy, .. xn,vy1, - Un) = fi(z, o0 x0) — 1

Fn(xla'”axnvyh‘"ayn):fTL(xh"'uIn)_yna

as fungoes Fj(x,y) serdo de classe C! no aberto (de R**) D x R™ e ter-se-4, para
cadai € {1,...,n},
O(F, ..., F,)
Fi(a,b) =0, e Hor ) (a,b) # 0.

O Teorema [1.14] garante entdo a existéncia de um intervalo aberto J (de R",
centrado em b) e de um intervalo aberto I (de R™, centrado em a) tais que para
cada y € J exista um e sé um x,, € I tal que y = f(x,); e ainda que, se pusermos
g(y) = z,, para cada y € J, a fungdo g serd de classe C* em J. Designando por U
a imagem de J por g, g(J) = U, reconhece-se imediatamente, ndao s6 que U C I,
como também que a € U (visto que @ = g(b) e b € J) e ainda que fjy é uma
aplicagao bijectiva de U sobre J, precisamente a inversa de g (na realidade tem-se:

go fiv = Iy, Jvog=1;,

designando por Iy a aplicagao idéntica definida em U e analogamente para ;).

Para terminar a prova de que fjy é um difeomorfismo de classe C* falta apenas
verificar que o conjunto U é aberto (porque é ébvio que entao a restrigao de f a
U serd, tal como f, uma fungao de classe C!). Para tal, comecemos por notar que
a imagem por f de um ponto que pertenca ao conjunto I'\U (se este conjunto nao
for vazio) ndo poderd pertencer a J (visto que para cada y € J existe um e um sé
x, em I que tem y por imagem e esse ponto &, = ¢g(y) pertence necessariamente
a U). Agora, se ¢ for um ponto qualquer de U ter-se-4 f(c) € J e, por J ser
aberto, existird 6 > 0 tal que Bs ( f (c)) C J. Por outro lado, como a func¢ao f
é continua em ¢, para algum ¢ > 0 (que pode supor-se suficientemente pequeno
para que B.(c) esteja contida no aberto I) se terd

f(Be(e)) € Bs(f(e))cC J.
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Dado, porém, que em B.(c) nao pode existir qualquer ponto de I\U (pois que,
como observdmos hé pouco, as imagens por f de tais pontos nao pertencem a .J)
pode concluir-se que B(c) C U e portanto que U é aberto.

Seja agora & um ponto qualquer de U. Da igualdade g o fjy = Iy segue-se
imediatamente, atendendo a regra de derivagao das fung¢oes compostas e ao facto
de se ter I},(x) = I, designando por I a aplicacdo idéntica de R™ em si mesmo
(visto que [y é a restrigao da aplicagao linear I a um aberto que contém x),

J(f(@))o f(x)=1

Finalmente desta relagao, tendo em conta o facto de ¢'(x) ser uma aplicagao
bijectiv, decorre a igualdade ¢ ( f (a:)) = ( 1 (a:))_l, que pretendiamos provar.
H

Convém notar agora que, passando as matrizes jacobianas correspondentes as
aplicagoes lineares que figuram na igualdade ¢ ( f(ac)) o f'(x) = I, se obtem a
relacao:

[0z .. Oz .. Om| [ow .. 9w ... 9w
Oy1 3yj Oyn o0x1 ox; Oxn ]- te 0 s 0
ox; ox; Ox; % Ay, dy, B O ............... O
oY1 Ay, Oyn oz1 Bx; e | T Y e ,
OTn OTn Ozn Oyn, OYn Oyn 0 0 1
| Oy1 0y Oyn | LOz1 ox; Ozn,
. ; . T
onde as fungoes g—;‘_ se supoem calculadas no ponto f(x), as fungoes % no ponto
J [

x e onde a matriz que figura no 2° membro é evidentemente a matriz identidade
de ordem n. Por sua vez desta igualdade decorre imediatamentd™| a relagdo entre
0s jacobianos

g(&i:)) (8(3/1,.__7%))_1’

- 8(:61,...,:1:'n)

que generaliza a férmula Z—I =1/ 4y correspondente ao caso n = 1.
Y dx
Por outro lado, efectuando o produto das matrizes do primeiro membro e
igualando-o & matriz identidade, obtém-se as n? igualdades:

ox; % n ox; % n ox; Oy,

5 = 0ij Lj=1,...
Oy 0y Oy Oy Oy 0x; (i, =1,...,n),

(onde 9, =1sei=jed; =0sei#j).

17 £ muito facil verificar que uma aplicacéo linear ¢ : R™ — R™ é injectiva sse for sobrejectiva
(e portanto bijectiva); e ainda que, para que seja bijectiva a composta de duas aplicagdes lineares
de R™ em si mesmo, é necessario e suficiente que ambas o sejam.

18 Atendendo a que o determinante do produto de duas matrizes (quadradas, da mesma ordem)
é igual ao produto dos determinantes dessas matrizes.
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Se se pretender determinar as primeiras derivadas parciais da funcao x; =
9:(y1, .., yn), bastard resolver em ordem a essas derivadas o sistema de n equagoes
que se obtem se, nas igualdades anteriores, fixarmos i e fizermos j = 1,... n.

O resultado obtido,

01, 5Yj—1,Yj+1,-+:Yn)
Jz; _ i+j O(Z1,-4Ti—1,Tit1,-,Tn)
=(-1)

0y, e

Y

permite reconhecer uma vez mais que, se no enunciado do teorema da funcao
inversa substitufssemos a hipétese f € C'(D) por f € CP(D) (p inteiro > 1 ou
p = o0), poderfamos concluir que ¢ seria uma fungao de classe CP (e portanto um
difeomorfismo de classe CP).

A titulo de exemplo, consideremos a funcdo f definida pelo sistema:

U = T + cos i
v =1+ cos %
no aberto D C R? formado pelos pontos (z,y) tais que xy # 0.
Como f € C*(D) e o jacobiano
(u,v) 1 1 1

= — sen — sen —
o(z,y) w2y? oy

se anula apenas nos pontos (z,y) € D que verificam pelo menos uma das
condigdes z = 7= ou y = ;= (para algum valor de k,¢ € Z\{0}), podemos
concluir que qualquer outro ponto de D tem uma vizinhanca U tal que
fiv ¢ um difeomorfismo de classe C*°; e ¢ alids muito facil verificar que,
em relagdo aos pontos de D em que o jacobiano se anula, ndo ha de facto
possibilidade de inverter a fungdo, mesmo localmente.

Se pretendéssemos determinar a matriz jacobiana da funcao inversa num
dos pontos em que a inversdo é possivel, bastaria derivar em ordem a u e

também em ordem a v o sistema que define a funcdo f, o que conduziria a:

_ 9z, 1 19y _ oz, 1 18y
{1_8u+y286ny8u {0—&)+ygsenyay
— 1 10z 1 10z ’
0= _3sen 5, 1= _3sen;3,;
donde resulta:
ox oy  y? v a? dy x2y?
ou " Ou  senl’ Ov  seni’ Ov sen L sen L
y © x y
Assim, por exemplo, no ponto (z,y) = (%,%) a matriz jacobiana da

inversa de f (definida numa vizinhanca conveniente do ponto f (2 2) =

(%, 1)), seria m
[ 0o )
()" -

2)4]‘
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Uma consequéncia importante do teorema da fungao inversa é o

Teorema 4.16 (Teorema da aplicacdo aberta). Seja D um aberto de R",
f: D — R™ uma funcdo de classe C* e suponha-se que, para cada x € D, a
aplicagao linear f'(x) é bijectiva. Entao a imagem por f de qualquer subconjunto
aberto de D é um conjunto aberto.

Demonstracao. Seja A C D, A aberto, e seja y um ponto qualquer de f(A).
Escolhido um ponto € A tal que y = f(x), basta aplicar o teorema da fungao
inversa a restrigdo de f ao conjunto A, fi4, em relacdo ao ponto x, para se poder
garantir a existéncia de uma vizinhanga aberta U de & contida em A, tal que f(U)
¢ um subconjunto aberto de f(A) e, evidentemente, contém y; assim, como cada
ponto y € f(A) tem uma vizinhanga contida em f(A), pode concluir-se que este
conjunto é aberto. O

4.5 Extremos

Recorddmos no parédgrafo as nogoes de maximo e minimo de uma funcao
f: D — R num conjunto A C D, as quais se referem as notagoes maxy, f, ming f.
Como sabemos é frequente o uso do termo extremo para designar indistintamente
um méximo ou um minimo, podendo recorrer-se ao adjectivo absoluto (maximo
absoluto, minimo absoluto) para precisar que a nogao considerada se refere a todo
o dominio da fungéo, isto é, que se trata de maxp f (também designado apenas
por max f) ou minp f (min f).

Em muitos casos, porém, interessa considerar os chamados extremos relativos
(ou eztremos locais), cujas definigoes recordaremos agora. Sendo ainda f: D — R
(com D C R") e @ um ponto de D, diz-se que a é um ponto de mdzimo (ou
um mazximizante) relativo da funcao f, ou ainda que f(a) é um mdzimo relativo
de f sse existe € > 0 tal que f(x) < f(a) sempre que x € D e ||z — a| < e
Se, para algum € > 0, for verificada a condicao f(x) < f(a) em qualquer ponto
x tal que v € D e 0 < ||z — a|] < ¢ dir-se-4 que o maximo relativo f(a) é
estrito. Evidentemente, as defini¢oes de minimo relativo e minimo relativo estrito
sdao andlogas. £ também 6bvio que um maximo (ou minimo) absoluto é também
méximo (ou minimo) relativo.

Assim, por exemplo, a funcido ¢ : R® — R definida pela férmula o(x,y, z) =
r? + y* + 2% ndo tem qualquer maximo mas tem um minimo (absoluto, estrito)
assumido na origem do espaco R3; e é também fécil reconhecer que a funcio
Y(x) = xsenx tem um dnico extremo relativo (estrito), em cada um dos intervalos
[(2k — 1), (2k +1)F], com k € Z (minimo se k ¢ par, méximo se k ¢ fmpar), nao
sendo nenhum deles extremo absoluto.

Um resultado por vezes 1til na pesquisa de extremos é o teorema de Weiers-
trass (teorema : se o conjunto (ndo vazio) D for compacto qualquer funcao
definida e continua em D tem méximo e minimo absolutos. Outro resultado
muito simples e do maior interesse para o mesmo objectivo é o que se exprime no
seguinte:
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Teorema 4.17. Seja f : D — R, com D C R"; entao se f ¢ diferencidvel no

pont a e f(a) é um extremo (relativo) de f, tem-se C,?—:fi(a,) = 0 para qualquer
i€ {l,...,n} isto € a derivada de f no ponto a, f'(a), é a aplicagio nula de R™
em R.

Demonstracao. Nas condigoes da hipétese, e supondo a = (aq, ..., a,), para qual-
quer i € {1,...,n}, a fungdo definida (para todos os valores suficientemente pe-
quenos de |t]) pela férmula ¥ (t) = f(a + te;) terd um extremo no ponto 0, o que
implica o anulamento da derivada v;(0) = g—gi(a). O

Os pontos (interiores) de D nos quais se anula a derivada de f sdo chamados
pontos de estacionaridade ou pontos criticos da funcao; assim, de acordo com
o teorema anterior, para que f(a) seja extremo (com f diferencidvel em a) é
necessario que a seja ponto de estacionaridade de f.

Sabemos bem que esta condi¢do nao é suficiente (por exemplo, f(z) = z° tem
um ponto de estacionaridade na origem sem que tenha qualquer extremo nesse
ponto); e sabemos também que pode haver extremos em pontos que nao sao de
estacionaridade: pontos do dominio que nao sejam interiores ou entdo pontos
interiores do dominio nos quais a fun¢ao néao seja diferencidvel (por exemplo, a
restricdo de /22 + y? ao circulo 22 + y? < 1 assume o mdaximo nos pontos da
circunferéncia que limita esse circulo e o minimo na origem sem que qualquer
destes seja ponto critico).

Convém referir ainda que os pontos de estacionaridade em que a fun¢do nao
tem extremo sao por vezes chamados pontos de sela.

Antes de vermos alguns exemplos registaremos o seguinte resultado, que
é uma consequéncia muito simples dos teoremas acabados de mencionar e
que pode ser considerado como uma generalizagdo do teorema de Rolle ao
quadro das fungoes reais de mais de uma varidvel real:

Seja D um aberto limitado nao vazio de R™ e f uma funcdo real continua
na aderéncia de D, diferencidvel em todos os pontos deste conjunto e cuja
restricdo o fronteira de D é uma fungdo constante; entdo [ anula-se em
algum ponto de D.

A demonstragdo, praticamente idéntica & do caso n = 1 poderd ficar
como exercicio.

A titulo de exemplo, consideremos agora a funcéo f : R> — R,

fla,y) = zye 3@+,
Verifica-se imediatamente que os pontos criticos sdo, além da origem, os
quatro pontos (1,1), (1,—1), (=1,1) e (—1,—1). Dado que f assume valores
positivos em todos os pontos dos quadrantes impares e valores negativos nos
pontos dos quadrantes pares (quadrantes abertos), logo se vé que a origem

YRecorde-se que, de acordo com a definicao de diferenciabilidade que adoptdmos, o facto de
f ser diferencidvel em a exige que este ponto seja interior ao dominio de f.
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é um ponto de sela; portanto os inicos extremantes possiveis sdo os pontos
(1,1) e (=1,—1), onde f assume o valor 1, ou (1,-1) e (—1,1) onde o
valor de f é —%. Para ver que estes valores sdo de facto extremos de f
(e até extremos absolutos), comecemos por observar que f(x,y) tende para
0 quando ||(z,y)|| — oo (como se reconhece imediatamente, por exemplo
se passarmos a coordenadas polares); assim, serd possivel determinar um
nimero k > 0 tal que para [|(z,y)|| > k se tenha |f(z,y)| < 5. Como a
restrigdo de f ao compacto K = {(z,y) : [[(z,y)| < k} é continua, deverd
assumir um méximo e um minimo (absolutos) em pontos de K, pontos
decerto interiores a K porque os valores assumidos por f na fronteira e no
exterior de K tém mdédulo menor do que 5 e f(1,1) =1, f(1,-1) = -1;
porém, sendo f diferencidvel, esses pontos serdo necessariamente pontos de
estacionaridade e terdo portanto de coincidir com alguns dos quatro pontos
(1,1), (1,-1), (=1,1) e (—1,—1). Pode entdo concluir-se que os valores
f(1,1) = f(-1,-1) =L e f(-1,1) = f(1,—1) = —1 sdo extremos relativos
(e portanto absolutos) da prépria fungao f, visto que |f(z,y)| < i para
(z,y) ¢ K; daqui decorre também, atendendo aos teoremas e

e ao facto evidente de R? ser conexo por arcos, que o contradominio de f é

o intervalo [—é, é]

Consideremos agora a funcio definida em R? pela férmula:

glz,y) = z* — 2*y* + .
Como g(z,y) = (2% — y?)? + 22y? s6 assume valores ndo negativos logo
se vé que ¢(0,0) = 0 é o minimo absoluto de funcao; por outro lado, sendo
g continua e limj(; |- 9(7,y) = +00, poderd também concluir-se que o
contradominio de g ¢é o intervalo [0, +oo[. Existirdo extremos relativos de
g, para além do minimo absoluto? Se existissem, deveriam ser atingidos em
pontos de estacionaridade, visto que g é diferencidvel em R?. Porém, dado
que o sistema:

{2’;‘1 = 20(V2r —y)(vV2x +y) =0
% = 2y(V2y - 2)(V2y +2) = 0

tem (0,0) como solugdo tnica, logo se conclui que g ndo tem quaisquer
outros pontos de extremo.

Seja ainda
h(z,y) = 2+ 3y4 — 4y — 1242,

cujos pontos criticos sdo (0,0), (0,2) e (0,—1), aos quais correspondem
respectivamente os valores da fungéao 0, —32 e —5. Sendo facil verificar
que h(z,y) tende para +oo quando ||(z,y)| — oo, poderd concluir-se, como
num dos exemplos precedentes, que h(0,2) é o minimo absoluto da funcéo e
que o seu contradominio é o intervalo [—32, 4+o00[; também é facil reconhecer
que o ponto (0,0) é um ponto de sela: basta notar que a fungdo h assume
valores positivos em todos os pontos do eixo das abcissas, com excepgao da
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origem, e valores negativos nos pontos do eixo das ordenadas distintos da
origem mas suficientemente préximos dela.

J4 a determinagao da natureza do ponto critico (0, —1) néo serd tao sim-
ples. Poderemos comecar por transferir para esse ponto a origem do sistema
de coordenadas (mediante uma translagdo dos eixos) e, simultaneamente,
passar a coordenadas polares; efectuada uma tal mudanca de varidveis (que
poderd supor-se definida pelo sistema x = rcosf,y = —1 + rsen ) obtere-
mos a igualdade:

h(z,y) — h(0,—1) = h(rcosf, —1 + rsenf) + 5
= 72(18sen? 0 + cos? 0 4 3r2 sen? 6 — 167 sen® 6),

a qual nos vai permitir reconhecer que, para (x,y) “préximo” de (0,—1)
mas distinto deste ponto (isto é, para r “préximo” de 0 mas positivo), o
valor h(z,y) é sempre maior do que h(0,—1), tendo portanto a fungao h
um minimo relativo estrito no ponto considerado. Para tal serd suficiente
mostrar que, se o nimero positivo r for suficientemente pequeno, todos os

valores da funcao
18sen? 6 + cos? 0 + 3r? sen* § — 167 sen® @

serdo positivos; para este efeito, porém, basta observar que se tem, para
qualquer valor de 6, 18sen?@ + cos?# > 1 (visto que 18sen?f > sen? )
— e portanto também, para qualquer 6 e qualquer r, 18sen?# + cos? 6 +
3r2sen*d > 1 — e ainda que, se for por exemplo r < 1—16, serd também
167 sen® 0] < 167 < 1.

A classificacdo dos pontos de estacionaridade das funcoes consideradas nos
exemplos precedentes foi efectuada por processos mais ou menos casuisticos, que
dificilmente parecerdao susceptiveis de aplicagdo em situagoes de razoavel gene-
ralidade: um dos objectivos do procedimento adoptado foi precisamente fazer
ressaltar o interesse que, para o esclarecimento de questoes desta natureza, po-
dem ter alguns dos resultados subsequentes. Como seria facil prever atendendo ao
que se verificou no caso das fungoes reais de varidvel real, todos esses resultados

decorrem facilmente do teorema de Taylor.

Teorema 4.18. Seja D um aberto de R", f: D — R uma funcdo de classe C* e

a um ponto de estacionaridade de f; nestas condicoes:

a) se f"(a)h* > 0 para qualquer vector nao nulo h € R™, a é um ponto de minimo
relativo estrito da funcao f;

b)
c)

a)

se a é um ponto de minimo de f, tem-se f"(a)h* > 0 para qualquer h € R";

se f"(a)h* < 0 para qualquer vector nio nulo h € R", a é um ponto de
mdximo relativo estrito de f;

se a ¢ um ponto de mdzimo de f, f"(a)h* <0 para qualquer h € R";
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e) se existem vectores k,l € R" tais que f"(a)k? <0 e f"(a)l*> > 0, a é ponto de
sela.

Antes de iniciar a demonstracao recordemos que, de acordo com as notagoes
adoptadas em e supondo h = (hq,...,h,) € R", se tem:

f"(a)h* = O (@)hih;.

=1 8@8%

(2

Assim, f”(a)h? é uma forma quadrdtica, isto ¢, um polinémio homogéneo do
2° grau em hy,..., h, (em geral chama-se forma de grau p a qualquer polinémio
homogéneo de grau p; parap = 1,2, 3, ..., a forma diz-se linear, quadrdtica, cibica,
etc.). Costuma dizer-se que uma forma é definida positiva (resp. definida negativa)
se assume apenas valores positivos (resp. negativos) sempre que seja h # 0; semi-
definida posz’tz’va@] (resp. semi-definida negativa) se nao assumir qualquer valor
negativo (resp. positivo); indefinida se for susceptivel de assumir valores de sinais
contrarios.

Nestas condigdes (e continuando a supor que f é uma fungdo de classe C* e
a um ponto de estacionaridade de f), o teorema poderia reenunciar-se nos
termos seguintes:

a) se f”(a)h? é definida positiva, a 6 um ponto de minimo relativo estrito;
b) se a é um ponto de minimo, a forma f”(a)h? é semi-definida positiva;

c) se a forma f”(a)h? é definida negativa, @ é um ponto de maximo relativo
estrito;

d) se a é um ponto de méximo, a forma f”(a)h? é semi-definida negativa;
e) se a forma f”(a)h? é indefinida, a é um ponto de sela.

Demonstragdo. a) Provaremos que, sendo a forma f”(a)h? definida positiva, existe
uma bola centrada em a, Bs(a), tal que f(z) > f(a) para qualquer =z €
Bs(a) \ {a}. Com efeito, como f”(a)h? é uma func¢ao continua de h e assume
valores positivos em todos os pontos do compacto S = {h € R" : ||h|| = 1},
admitird neste conjunto um minimo positivo, m : f”(a)h* > m, para qualquer
h € S. Por outro lado, como f é de classe C?, é facil ver que existe § > 0 tal
que, para qualquer z € Bs(a) e qualquer h € S, f"(z)h? > %m.

Seja entdo & um ponto qualquer de Bj(a) distinto de a e ponhamos t =
|z — al|,h = 1(x — a); ter-se-4 evidentemente t € |0, 5[, b € S e o teorema de
Taylor garante a existéncia de 6 € |0, 1] tal que

f(@) ~ f(@) = fla+ th) — f(a) = ['(a)(th) + 5 "(a+ bih)(th)"

20Em alguns textos adopta-se uma definicdo diferente: s6 se chamam semi-definidas positivas
as formas que, nao assumindo qualquer valor negativo, se anulam em algum ponto h # 0 (e de
modo andlogo para as formas semi-definidas negativas).
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Como f'(a)(th) = 0 por a ser ponto de estacionaridade de f e 3f"(a +
Oth)(th)? = 1t* f"(a + Oth)h* > 1mt* > 0, (visto que a + 0th € Bs(a)), pode
concluir-se que f(x) > f(a), isto é, que f(a) é um minimo relativo estrito da
fungao f.

Como f é de classe C?, se existe k € R" tal que f”(a)k? < 0 existird também
e > 0 tal que f”(a +tk)k* < 0 sempre que seja |t| < €; ter-se-4 entdo também,
para qualquer ¢ tal que [¢t| < € e algum 6 € |0, 1[:

fla+tk)— f(a) = %th(a + 0tk)k* < 0.

Existirao portanto pontos arbitrariamente préximos de a nos quais f assume
valores menores do que f(a) e este ndo poderd ser um minimo de f.

As proposigoes ¢) e d) decorrem de a) e b), respectivamente, por substituigao

de f por —f; e) é consequéncia também imediata de b) e d). ]

Como primeiro exemplo consideremos a funcio definida em R3\{(0,0,0)}
pela férmula f(z,y,z) = zlog(z? + y? + 22). O sistema que determina os
pontos de estacionaridade:

(lf B 2xz B
or a2 4y2+ 22 ’
(lf B 2yz B
oy a2+4+y2422 7
of 2 2 2 22°
o __ )
0z og(a” +y +Z)+:U2+y2+22
tem apenas duas solugoes situadas fora do plano z = 0 — precisamente

(0,0, %) e (0,0 — %) — e uma infinidade de solucoes situadas nesse plano:
todos os pontos da circunferéncia em que este plano é intersectado pela
superficie cilindrica 22 4+ y? = 1.

Sendo (h, k,1) € R3 tem-se, como é f4cil verificar:

£7(0,0,1)(h, k, 1) = 2e(h* + k* + 1?),
£7(0,0,=2)(h, k,1)* = —2e(h* + k* + 7).

A primeira das formas precedentes é definida positiva, a segunda é definida
negativa; segue-se que f(0,0, %) = —% ¢ um minimo estrito e f(0,0, —é) =
% um méximo estrito da funcdo f; trata-se, evidentemente, de extremos
relativos, visto que a fungao assume todos os valores reais (basta notar que
0 mesmo se passa com a sua restricio ao eixo dos zz, privado da origem,
£(0,0,2) = zlog(2?2)).

Em qualquer outro ponto de estacionaridade — isto é, em qualquer

ponto da forma (a,b,0) com a? +b* = 1 — ter-se-4, como logo se reconhece

f"(a,b,0)(h, k,1)* = 4l(ah + bk).
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Se for a # 0, esta forma assumird valores de sinais contrarios nos pontos
(1,0,1) e (1,0,—1); se a = 0 (e portanto b # 0), os valores da forma
em (0,1,1) e (0,1, —1) serdo também de sinais contrérios. Pode portanto
concluir-se que qualquer dos pontos da circunferéncia determinada pelas
equacoes 22 +y? =1 e z =0 é um ponto de sela da funcédo f.

Sejam agora ¢; = (€11,...,Cin),...,€q = (Cq1,---,Cqn) ¢ pontos do es-
paco R™ e seja g : R™ — R a fungao definida pela férmula:

glx) =g(x1,...,zn) = lle—cl? =D (25— ciy)*.
i=1

i=1 j=1

Como (%qj =2qxj; — 237 ¢y, para j = 1,...,n, a funcdo tem um tnico

ponto de estacionaridade, o ponto a = %Zle c;. Por outro lado, sendo

52 3 02 .. . . 7
gg =2¢(j=1,...,n) e 8961_89% =0 (i,j=1,...,n, com i # j) ter-se-4,

para qualquer vector h = (hy,...,hy,) € R,
g"(@)h?® = 2q(h%, + ...+ hy) = 24 h|>.

: _ q 2 4 .
Pode portanto concluir-se que g(a) = > 7 ||la — ¢||* ¢ um minimo da
funcdo ¢; e se adoptarmos um processo ja utilizado num dos exemplos
anteriores, tendo em conta que lim |, g(x) = +00, serd ficil reconhecer
que esse minimo é absoluto e que o contradominio da fungéo é [g(a), +oo].

No caso particular das fungoes de duas varidveis reais (n = 2) é muitas vezes
util o seguinte:

Corolario 4.19. Seja f uma funcio de classe C* no aberto D C R? e (a,b) um

ponto de estacionaridade de f; sendo
0 f 0% f
b 2

0 f
= @(CL, b), B = axay(a, )7 C = @(a, b),

A

tem-se:

a) Se AC — B% >0, f(a,b) é um minimo relativo estrito ou um mdzimo relativo
estrito da funcao f consoante A >0 ou A < 0;

b) Se AC — B* <0, (a,b) é um ponto de sela.

Demonstracdo. Adoptando as notagoes referidas no enunciado do Corolario, ter-
se-4, se for (h, k) um vector qualquer de R?:

f"(a,b)(h,k)? = Ah? + 2Bhk + Ck*.
Assim, no caso AC — B? > 0 (o que implica A # 0) serd também:

1

f"(a,b)(h,k)* = —[(Ah + Bk)* + (AC — B*)k?] (4.3)

|
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e portanto — para qualquer vector (h, k) # (0,0) — o sinal da forma f”(a,b)(h, k)?
serd o mesmo do de A: (a,b) serd ponto de minimo relativo estrito se A > 0 e
ponto de méximo relativo estrito se A < 0.

Na hipétese AC' — B? < 0 poderd ter-se A # 0 ou A = 0. Se for A # 0 (caso
em que a igualdade (4.3 continuard a ser vélida) a forma f”(a,b)(h,k)? terd o
sinal de A se for Kk =0 e h # 0 e o sinal contrdrio ao de A se h = B e k = —A,;
finalmente, se A = 0 (ainda com AC — B? < 0, o que implica B # 0), a forma em
referéncia reduzir-se-4 a k(2Bh + Ck) e assumird valores de sinais contrarios se,

kC

fixado k # 0, atribuirmos a h dois valores, um maior e outro menor do que —55;

pode portanto concluir-se que, quando AC — B? < 0, (a,b) é ponto de sela. 0

Voltando & situagao considerada no enunciado do teorema [.18] observemos
ainda que, para a classificacdo da forma quadratica f”(a)h? é muitas vezes til o
resultado seguintd’} designando por H(a) a matriz hessiana da funcio f no ponto

a,H(a) = [8225‘%(@}? , a forma f”(a)h?® ¢ definida positiva (resp. definida

negativa) se os valores préprios de H(a) sdo todos positivos (resp. negativos)
e indefinida se H(a) tiver algum valor préprio positivo e algum valor préprio
negativo; nao havendo valores préprios de sinais contrarios, a forma serd semi-

definida.

A titulo de exemplo, consideremos a funcio:

o(z,y,z) =z + y* + 2% — dayz.

O sistema que determina os pontos criticos é z3 = yz, > = xz, 22 =

zy. Uma solugdo 6bvia — e a tnica com alguma coordenada nula — é a
origem. Para z # 0, y # 0 e z # 0, as duas primeiras equagoes conduzem
imediatamente a relagéo 2—3 = 2 —eportanto a x = £y — e as duas tltimas
a y = tz. Segue-se que (além da origem) os pontos de estacionaridade sao
(1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,—-1) e (=1, —1,1). Para qualquer destes quatro
pontos a equagdo caracteristica da matriz hessiana:

(12 = \)> —48(12 = \) — 128 = 0

tem a raiz dupla 16 e a raiz simples 4. Pode portanto concluir-se que cada
um desses pontos é um minimizante e é facil ver que o valor assumido pela
func¢do em qualquer deles, —1, é o seu minimo absoluto.

Esta mesma ordem de ideias ndo permitiria classificar o ponto de es-
tacionaridade (0,0,0), porque os valores préprios da matriz hessiana cor-
respondente a esse ponto sdo todos nulos. Mas basta reparar que, sobre a
recta de equagbes x = y = z a fungdo assume, em pontos arbitrariamente
préximos da origem, tanto valores positivos como valores negativos, para se
poder concluir que se trata de um ponto de sela.

21 A demonstracio deste resultado, bem como o enunciado e demonstracio de outros critérios
para a classificacio de pontos de estacionaridade, podem ser estudados no texto Algebra Linear
como Introducao o Matemdtica Aplicada de Luis Magalh&es, ja anteriormente citado.
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Voltando ao caso n = 2 e as condigoes expressas no enunciado do Coro-
lério [4.19], se designarmos por A1 e Ao os valores préprios da matriz hessiana
da fungdo f no ponto a:

H(a) = L‘; g] |

ter-se-4 A\ Ao = AC — BZ, M+ =A+C.

Se for AC — B? > 0 (o que implica AC > 0), A1 e A2 sdo do mesmo sinal,
o sinal de A (ou de C’)@ a forma Ah% + 2Bhk + Ck? serd definida positiva
ou definida negativa (e (a,b) serd ponto de minimo ou ponto de méximo)
consoante A > 0 ou A < 0; se for AC — B? < 0,\; e A terdo sinais
contrarios, a forma serd indefinida e (a,b) ponto de sela (evidentemente,
estes resultados sdo apenas uma confirmagao do corolério em referéncia).

Para observar algumas possibilidades de extensdo dos resultados prece-
dentes, consideremos novamente um aberto D de R", uma fungdo f: D —
R e suponhamos agora que f é da classe CP, com p > 2 e que, em certo
ponto a € D e para qualquer inteiro k tal que 1 < k < p, todas as formas
f®)(@)h* sdo identicamente nulas. Nestas condicoes, a férmula de Taylor:

fla+th) = f(a) + ;,tp F®(a + Oth)h?

permite concluir (de forma inteiramente andloga & que utilizdmos ao es-
tabelecer o teorema que, consoante a forma f (p)(a)hp seja definida
positiva, definida negativa ou indefinida, assim o ponto a serd um minimi-
zante estrito, um maximizante estrito ou um ponto de sela da funcao f; em
particular, dado que uma forma de grau impar é sempre indefinida (visto
que os seus valores em pontos simétricos sdo simétricos), se p for impar
(com f®)(a)h? nao identicamente nula) @ serd um ponto de sel Tam-
bém se confirmard agora sem dificuldade que, se a for um ponto de minimo
ou um ponto de méximo, a forma serd semidefinida (positiva no primeiro
caso, negativa no segundo).

Consideremos agora a hipétese de a forma f®)(a)h? ser semidefinida
(mas nao definida nem identicamente nula); neste caso, é usual designar
por direc¢oes singulares da forma considerada as direcgoes dos vectores
(ndo nulos) nas quais ela se anula. Para fixar as ideias, suponhamos —
até mengao expressa em contrario — que a forma é semidefinida positiva;
existirdo entdo vectores de R™ nos quais a forma se anulard (o vector nulo
e os que tenham uma direccdo singular) e existirdo também vectores (todos
os restantes) nos quais a forma assumird um valor positivo.

22Tenha-se em conta que os valores préprios da matriz hessiana de uma funcio de classe C?
sao sempre reais, dado que a matriz é simétrica.

23Pode utilizar-se este resultado para verificar que, no caso ha pouco mencionado da funcéo
o(z,y,2) = 2* + y* + 2* — 42yz, a origem é um ponto de sela: com efeito tem-se, para qualquer
vector h = (hy,ha, h3) € R3, ©/(0,0,0)h = ¢"”(0,0,0)h? =0 e ©"(0,0,0)h® = —4hyhohs.
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Se h for um destes tltimos vectores, mostra a férmula de Taylor
que, sempre que o valor absoluto de ¢ for suficientemente pequeno (mas
nao nulo), se terd f(a + th) > f(a); assim, em tal caso, a func¢do definida
(nalguma vizinhanca do ponto ¢ = 0) pela férmula pp(t) = f(a + th) terad
um minimo estrito no ponto 0 (ou, o que é o0 mesmo, terd um minimo estrito
no ponto a a restricdo da funcdo f & interseccao do seu dominio com a recta
do espaco R™ que contém esse ponto e tem a direcgdo do vector h). Porém,
no caso de h ser um vector com direcgdo singular, ja o ponto 0 poderd ser
um minimizante, um ponto de sela ou um maximizante da funcgao goh@ e
quando se tratar de um ponto de sela ou de um ponto de méximo estrito,
é claro que a funcdo f ndo poderd ter um minimo no ponto a (nem um
méximo, pelo que vimos no periodo precedente): o ponto a serd portanto
um ponto de sela.

Um caso particular em que esta conclusao serd legitima — como decorre
de resultados bem conhecidos sobre a existéncia de extremos para fungoes
reais de uma varidvel real — é o que se verifica se, para algum vector h com
direccdo singular, a funcdo ¢p(t) admitir derivadas de ordem superior a p
no ponto 0 e se a primeira de tais derivadas que nédo seja nula (se alguma
existir) for de ordem fmpar ou, se de ordem par, for negativa (visto que p,
terd entdo um ponto de sela ou um méaximo estrito no ponto 0). Exemplos
muito simples de situagoes deste tipo verificam-se com as fungbes § e v
mencionadas na nota 241

Poderia surgir agora naturalmente a questdo seguinte: continuando a
supor que a forma f (p)(a)hp ¢é semidefinida positiva, o que poderd concluir-
se se, para qualquer vector h com direc¢do singular (tal como para todos
os vectores com outras direcgoes), a correspondente funcdo ¢p, tiver um
minimo estrito no ponto 07 Ou, equivalentemente, se a restricdo de f a
uma recta arbitrdria de R"™ que contenha o ponto a (intersectada com D)
tiver neste ponto um minimo estrito? Poderd em tal caso afirmar-se que o
ponto a é um minimizante da prépria funcao f7

Serd natural desconfiar da correcgao desta conjectura se se tiver presente
que (como oportunamente observdmos) para fungdes de mais de uma varid-
vel, o comportamento da funcdo ao longo de todas as rectas que concorrem
num ponto ndo dé informacao suficiente sobre algumas caracteristicas im-
portantes da funcgao, tais como a continuidade ou a existéncia de limite no
ponto considerado.

A conjectura referida é de facto incorrecta. Um exemplo simples (ver
figura que o evidencia é o da funcio f(x,y) = 2z* — 322y + o2,
no seu unico ponto de estacionaridade, a origem. A forma quadrética
f"(0,0)h? = 2h% (ainda com h = (hy,hy) € R?) é semidefinida positiva
e tem por direccao singular a do eixo das abcissas; a restricdo da funcao
a este eixo, como alids a qualquer outra recta do plano que contenha a

2 As fungoes a(z,y) = 22 + 4, B(z,y) = 22 + ¥ e y(z,y) = 22 — y*, para as quais se tem,
com h = (hy,h2) € R?, o”(0,0)h? = 37(0,0)h? = v"(0,0)h? = 2h? (sendo portanto singular,
para qualquer das formas consideradas, a direcgdo do eixo das ordenadas) e ainda «(0,t) = t*,
B(0,t) =3, 4(0,t) = —t*, exemplificam os trés casos.
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origem, tem um minimo estrito neste ponto. No entanto o ponto (0,0) nao
é um ponto de minimo, mas sim um ponto de sela da funcao f.

- 1/2f~==mmmmmmmmmmmee

Figura 4.9

Para o reconhecer basta ter em conta a igualdade

fla,y) = (y — 2®)(y — 227),

da qual resulta que se tem f(z,y) < 0 se 22 < y < 222 e f(x,y) > 0 se
y < 2% ou y > 222, o que torna evidente que em qualquer vizinhanca da
origem h& pontos onde f assume valores maiores e pontos em que assume
valores menores do que f(0,0) = 0.

Voltando ao caso geral anteriormente considerado e mantendo todas
as restantes hipdteses sobre a fungdo f e o ponto a, passemos a supor
agora que a forma f®)(a)h? é semidefinida negativa (sem ser definida nem
identicamente nula); é claro que poderemos ainda concluir que a é um ponto
de sela da funcdo f se, para algum vector h (necessariamente de direcgao
singular) o ponto 0 for um ponto de sela ou um minimizante estrito da
fungdo pp(t) = f(a + th) (e para que alguma destas circunstancias se
verifique serd suficiente que, na hipétese de ¢y admitir derivadas de ordem
superior a p no ponto 0, a primeira destas derivadas que se ndo anule seja
de ordem {mpar ou, se de ordem par, tenha valor positivo). Evidentemente,
se para qualquer Vectoﬁ h com direcgao singular a fungao g for maxima
no ponto 0 nao serd possivel, por esta via, tirar qualquer conclusao.

A titulo de exemplo, consideremos a funcéo

f(z,y) = ax® — 42* + 422y — 92

(onde a é um parametro real), para a qual a origem é o unico ponto de
estacionaridade. A forma f”(0,0)(h1, ho)? = —2h3 é semidefinida negativa

25Como é 6bvio, se h e k sdo dois vectores com a mesma direccio, e se p(t) tiver um
minimizante, um maximizante ou um ponto de sela no ponto 0, 0 mesmo se passard com @g(t);
assim, neste tipo de questoes bastard - para cada direcgao singular - considerar apenas um vector
com essa direcgao.
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(logo, se houver extremo serd um méximo) e a tnica direc¢ao singular é a

do eixo das abcissas. Mas f(t,0) = —t*(4 — at?) tem um mdximo no ponto
t = 0, o que nado permite tirar qualquer conclusao.
No entanto, se notarmos que f(z,y) = az® — (y — 222)?, tornar-se-4

evidente que, se a > 0, a restricio da funcio & pardbola y = 222 tem
um minimo estrito na origem, donde logo decorre que o ponto (0,0) é,
nessa hipétese, um ponto de sela da fungdo f; por observagio directa dos
valores assumidos pela fungao é também fécil reconhecer que, se for a < 0,
£(0,0) = 0 serd o seu méximo absoluto (estrito, excepto se a = 0).
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